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ν  Coeficiente de Poisson 
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RESUMO 
 
 
NICOLAS, Elias Antonio. Estudo de Critérios de Resistência de Materiais Anisotrópicos 
Aplicados à Madeira.  Campinas, Faculdade de Engenharia Civil, Arquitetura e Urbanismo, 
Universidade Estadual de Campinas - UNICAMP, 2006. 238 p. Tese (Doutorado). 
 
 
Esta pesquisa refere-se ao estudo de critérios de resistência de materiais anisotrópicos, 
especialmente o critério tensorial de resistência de TSAI-WU, com aplicações teóricas e 
experimentais para a madeira. 
Neste sentido foi realizada uma revisão teórica dos principais temas relacionados à 
presente pesquisa, como: critérios gerais de resistência, fórmula de hankinson, critério de TSAI-
WU, modos de ruptura da madeira, fatores que influenciam na resistência da madeira, 
equipamentos e corpos-de-prova para realização de ensaios uniaxiais e biaxiais, prescrições de 
cálculo das normas de estruturas de madeira. 
O objetivo principal deste trabalho foi determinar os parâmetros de resistência do 
critério tensorial de TSAI-WU, com a finalidade de definir uma superfície de ruptura, para a 
espécie de madeira estudada, cupiúba (Goupia glabra), e comparar os dados dos ensaios com as 
estimativas do critério. 
No estudo experimental foram realizados os seguintes ensaios: tração e compressão, 
uniaxiais, com ângulos das fibras inclinados em relação ao carregamento (0o, 15o, 30o, 45o, 60o, 
75o e 90o); ensaios de cisalhamento paralelo às fibras e ensaios de compressão biaxial. 
As estimativas do critério de TSAI-WU ficaram próximas das estimativas da fórmula de 
Hankinson e também dos dados dos ensaios uniaxiais de tração e compressão. Por outro lado, 
para ensaios biaxiais, o critério de TSAI-WU sofre grande influência do coeficiente de interação . 
De um modo geral, o critério de TSAI-WU apresenta bons resultados, facilidade de 
utilização se comparado a outros critérios, devido especialmente a seu caráter tensorial, podendo 
ser aplicado na avaliação de resistência da madeira e de outros materiais anisotrópicos. 
 
Palavras chave: critério de resistência, madeira, ruptura, anisotropia.  
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ABSTRACT 
 
 
NICOLAS, Elias Antonio. Estudo de Critérios de Resistência de Materiais Anisotrópicos 
Aplicados à Madeira.  Campinas, Faculdade de Engenharia Civil, Arquitetura e Urbanismo, 
Universidade Estadual de Campinas - UNICAMP, 2006. 238 p. Tese (Doutorado). 
 
 
This research deals with the study of anisotropic material failure criteria, specifically 
TSAI-WU tensor failure criteria, and theoretical and experimental applications for wood. 
Thus it was carried out a theoretical revision of the principal themes related to this 
research: general failure criteria, Hankinson’s formula, TSAI-WU tensor criterion, failure modes 
of wood, factors that affect wood strength, equipaments and specimens for development of 
uniaxial and biaxial tests and rules of design codes of wood structures. 
The main objective of this work was to determine the TSAI-WU tensor failure criterion 
parameters, with the purpose of defining the failure surface, for the wood specie Cupiúba 
(Goupia Glabra) and of comparing the test results and criterion estimates as well. 
In the experimental development it was performed the following axial tests: tension and 
compression, with inclined grain angles in related to the load (0o, 15o, 30o, 45o, 60o, 75o and 90o); 
shear tests and biaxial compression. 
The estimates of TSAI-WU criterion were close of Hankinson’s formula and the tension 
and compression tests results too. On the other hand, for biaxial compressive test, TSAI-WU 
criterion influence of the interaction coefficient (F12). 
In general, TSAI-WU criterion can be applied to evaluate wood strength and other 
anisotropic materials too, by presenting good results and facility in utilizing especially when 
comparing to other criteria due to its tensor form. 
 
 
 
 
 
Keywords: failure criterion, wood, strength, anisotropy.  
 1 
1 INTRODUÇÃO 
 
 
Um critério de resistência tem como finalidade estabelecer leis, pelas quais pode-se, pelo 
comportamento do material nos ensaios de tração e de compressão simples, prever a condição de 
ruptura sob qualquer tipo de combinação de tensões, ou seja, um critério de resistência pretende 
interpretar os casos de solicitações combinadas, partindo apenas de um número restrito de 
parâmetros do material. 
 
Como há uma variedade de materiais utilizados em engenharia, não se pode adotar um 
único critério, além de que certos materiais não se enquadram em nenhum dos critérios 
conhecidos, como, por exemplo, os materiais não homogêneos, como o concreto armado, e os 
materiais anisotrópicos, como a madeira. 
 
Os primeiros critérios de resistência foram desenvolvidos para materiais isotrópicos com 
simetria de resistência; com o tempo surgiu a necessidade de utilização de critérios que 
avaliassem a resistência de materiais isotrópicos assimétricos, ortotrópicos e por fim os materiais 
anisotrópicos. 
 
Ao longo do tempo surgiram diversos critérios de resistência, cada um específico para 
determinado material, sendo que os mais conhecidos são os critérios de: Rankine, Tresca, von 
Mises, Mohr-Coulomb. Outros critérios, menos conhecidos, aplicados a materiais ortotrópicos 
são os critérios de: Hill, Tsai-Hill, Norris, Marin, Gol’denblat e Kopnov, Hoffman, Tsai e Hill. 
 
Especificamente para a madeira e seus compósitos, devido à complexidade dos 
fenômenos de ruptura, aliado ao fato de não existirem teorias de ruptura completamente 
desenvolvidas, surgiu um método empírico, para estimar sua resistência, conhecido como 
fórmula de Hankinson. 
 
Para a definição de um modelo matemático, de um critério de ruptura, é necessária a 
identificação dos estímulos mecânicos que induzem a ruptura e a identificação da resposta do 
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material a estes estímulos. Os estímulos mecânicos são as tensões aplicadas ao material e a falha 
é interpretada com a ocorrência de qualquer descontinuidade na resposta do material aos 
estímulos mecânicos. Algumas das descontinuidades de interesse são: o início da não linearidade 
na relação tensão x deformação, a ocorrência de deformações irreversíveis e a ruptura do 
material. As condições para a ocorrência desses fenômenos são referidas como critério de falha 
ou de ruptura. 
 
Muitos dos critérios existentes apresentam restrições para aplicação a materiais 
anisotrópicos, por isso torna-se necessário à determinação de um critério de resistência aplicado à 
madeira para avaliar a ruptura do material sob um estado múltiplo de tensões. A aplicação de um 
critério específico para materiais anisotrópicos é de grande utilidade para estimar a resistência de 
diversos materiais utilizados nas diversas áreas da engenharia. 
 
Com a finalidade de estabelecer um critério de resistência para materiais anisotrópicos e 
aplicar à madeira será utilizada, neste trabalho, a teoria geral de resistência para materiais 
anisotrópicos desenvolvida por Tsai e Wu. 
 
A escolha da teoria de Tsai e Wu se deve ao fato dela apresentar diversas vantagens em 
relação às inúmeras outras teorias existentes, como por exemplo: a) ser uma equação escalar e 
automaticamente invariante; b) os componentes de resistência são expressos em um tensor, suas 
relações de transformação e os invariantes associados são bem definidos e c) as propriedades de 
simetria do tensor e o número de componentes, nulos e independentes, podem ser rigorosamente 
determinados.  
 
Outra vantagem do critério de resistência de Tsai e Wu é sua aplicabilidade á diversos 
materiais como: materiais transversalmente isotrópicos, materiais isotrópicos assimétricos (por 
exemplo: concreto), materiais isotrópicos simétricos (por exemplo: aço), materiais anisotrópicos 
(por exemplo: madeira e compósitos). 
 
A teoria geral de ruptura de Tsai e Wu partiu da análise de materiais totalmente 
anisotrópicos, admitindo que os modos de ruptura sejam condicionados tanto pelas tensões 
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normais quanto pelas tensões tangenciais, uma vez que as fraturas podem ocorrer em virtude de 
diferentes conjuntos de tensões que agem sobre o elemento. 
 
Tendo em vista levar em conta não somente a anisotropia, mas também a assimetria da 
resistência do material, a condição geral de ruptura, de Tsai e Wu, pode ser colocada sob a forma: 
 
1=⋅⋅+⋅ jiijii FF σσσ    (i, j de 1 a 6)  
 
onde: Fi e Fij (i, j de 1 a 6)  são parâmetros de resistência determinados através de 
ensaios uniaxiais de tração, compressão e cisalhamento e ensaios biaxiais. 
 
Com a determinação dos parâmetros de resistência, pode-se determinar a superfície de 
ruptura para o material estudado e estimar a resistência sob diversos estados de tensões. 
 
Neste estudo são apresentados vários temas relacionados ao trabalho como por exemplo: 
modos de ruptura da madeira; prescrições de cálculo propostas por normas técnicas de estruturas 
de madeira; anatomia da madeira, resultados obtidos por diversos pesquisadores utilizando o 
critério de Tsai e Wu e a fórmula de Hankinson. 
 
Neste contexto, este trabalho tem como pricipais objetivos: analisar os critérios de 
resistência utilizados para materiais anisotrópicos, como a madeira; realizar ensaios biaxiais de 
compressão na madeira e desenvolver um equipamento específico de ensaio de compressão; 
realizar ensaios uniaxiais em corpos-de-prova de madeira para a determinação dos parâmetros de 
resistência do critério de Tsai e Wu, determinando assim uma superfície de ruptura; comparar os 
dados dos ensaios com as estimativas do critério de resistência. 
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2 OBJETIVOS 
 
 
Os objetivos principais desta pesquisa são os seguintes: 
 
Realização de ensaios biaxiais de compressão na madeira e desenvolvimento de um 
equipamento específico para ensaio de compressão. 
 
Analisar os critérios de resistência utilizados para materiais anisotrópicos. 
 
Utilizar o critério de resistência, para materiais anisotrópicos, de Tsai-Wu e aplicá-lo à 
madeira. 
 
Realizar ensaios de laboratório em corpos-de-prova de madeira para a determinação da 
resistência à tração, compressão e cisalhamento. Os ensaios de tração e compressão serão 
realizados com ângulos das fibras inclinados em relação ao carregamento (0o, 15o, 30o, 45o, 60o, 
75o e 90o). 
 
Realizar ensaios de laboratório em corpos-de-prova de madeira submetidos à 
compressão biaxial. 
 
Determinar os parâmetros de resistência do critério de Tsai-Wu. 
 
Comparar os dados dos ensaios uniaxiais (tração e compressão) com as estimativas de 
resistência da fórmula de Hankinson e do critério de Tsai-Wu. 
 
Comparar os dados obtidos através dos ensaios biaxiais com o critério de resistência de 
Tsai-Wu. 
 
Analisar os modos de ruptura dos corpos-de-prova submetidos aos ensaios de tração, 
compressão e cisalhamento. 
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3 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA. 
 
 
Neste capítulo serão apresentados diversos temas que contribuirão para o entendimento 
do estudo do critério de resistência de materiais anisotrópicos aplicados a madeira. 
 
No item 1 serão discutidos os diversos critérios de resistência existentes e suas 
aplicações para materiais anisotrópicos, ortotrópicos e isotrópicos. Dentre os critérios analisados 
pode-se citar os critérios de: Hoffman, Tsai-Hill, Norris, entre outros. Também será analisada a 
utilização da fórmula de Hankinson. 
 
No item 2 será desenvolvida a teoria geral de resistência dos materiais anisotrópicos, 
conhecido como critério de TSAI-WU, apresentando as vantagens da utilização do critério. 
 
No item 3 o critério de TSAI-WU será aplicado aos materiais ortotrópicos e no item 4 
será discutidos como os parâmetros de resistência do critério são estimados, abordando os tipos 
de ensaios necessários. Serão, também, abordadas as sugestões de vários pesquisadores para a 
estimativa do cálculo do parâmetro de interação de tensões. 
 
Nos itens 5, 6 e 7 o critério de TSAI-WU será aplicado a materiais transversalmente 
isotrópicos, materiais isotrópicos assimétricos e materiais isotrópicos simétricos respectivamente. 
 
No item 8 será analisado o critério de TSAI-WU em termos de parâmetros de 
deformação e de resistência, e a relação entre os dois. 
 
No item 9 serão discutidos exemplos de utilização do critério de TSAI-WU segundo 
vários pesquisadores e no item 10 serão mostrados os equipamentos de ensaios biaxiais. 
 
No item 11 serão analisados os fatores que influenciam nas propriedades mecânicas e na 
resistência da madeira, tais como: temperatura, umidade, ângulos das fibras, etc. 
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3.1 CRITÉRIOS DE RESISTÊNCIA.   
 
 
A finalidade conceitual de um critério de resistência é a interpretação de solicitações 
combinadas (estado duplo ou triplo de tensão) quanto à eventual ruptura, segundo SCHIEL 
(1984). Por exemplo, a segurança de uma barra tracionada é julgada pela comparação com os 
ensaios de tração feitos em corpos-de-prova do material da barra. Para julgar a segurança de 
peças com solicitações mais complexas seria  incômodo realizar para cada combinação de tensão 
o respectivo ensaio. O critério de resistência pretende interpretar tais casos, partindo apenas de 
um número restrito de parâmetros do material. 
 
SCHIEL (1984) comenta também que cada critério de resistência é uma hipótese de 
trabalho: primeiramente discrimina-se de uma maneira arbitrária, mas plausível, o fenômeno 
responsável pela ruptura, depois tiram-se às conclusões a respeito das combinações possíveis de 
solicitação e finalmente se verifica a veracidade do critério pela comparação com o 
comportamento real do material nos casos de solicitações combinadas. A variedade dos materiais 
usados em engenharia não permite adotar um único critério. 
 
Certos materiais não se enquadram em nenhum dos critérios conhecidos, como por 
exemplo os materiais não homogêneos como o concreto armado e os materiais anisotrópicos, 
como a madeira. Julga-se então a resistência de uma peça com base em uma série de valores 
empíricos estabelecidos por ensaios e codificados nas normas técnicas. Frente a isto, pode-se 
definir como finalidade dos critérios de resistência à substituição das normas detalhadas de 
cálculo por uma hipótese uniforme de trabalho. O desenvolvimento moderno, entretanto, parece 
tomar o rumo em sentido oposto, substituindo aos poucos os critérios de resistência por 
prescrições detalhadas de cálculo, até nos materiais que foram antigamente interpretados como 
homogêneos e isotrópicos.  
 
De acordo com TIMOSHENKO (1985) as propriedades mecânicas dos materiais de 
construção são determinadas, principalmente, de modo experimental através de máquinas de 
ensaio que sujeitam os corpos-de-prova aos estados mais simples de tensões. A maioria de nossos 
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conhecimentos relativos à resistência dos metais (materiais dúcteis) é obtida a partir de ensaios de 
tração simples, enquanto que a resistência dos materiais frágeis, é estudada, na maioria das vezes, 
pelos ensaios de compressão e também, pela análise de dados relativos à resistência dos materiais 
ao cisalhamento. A resistência dos materiais, sob condições de tensões mais complexas do que 
estas, só tem sido pesquisada em alguns casos excepcionais. A fim de determinar as tensões 
admissíveis, para os estados de tensões complexos que encontramos freqüentemente nos projetos, 
são apresentadas várias teorias de resistências. O objetivo destas teorias é estabelecer leis, pelas 
quais possamos, pelo comportamento mecânico do material nos ensaios de tração ou de 
compressão simples, prever a condição de ruptura sob qualquer espécie de tensão composta; aqui, 
ruptura significa escoamento ou ruptura real, conforme o que ocorrer primeiro.  
 
A seguir são apresentados diversos critérios de resistências. 
 
 
CRITÉRIO DA MÁXIMA TENSÃO NORMAL (TEORIA DE RANKINE) 
 
A teoria da máxima tensão normal estabelece que a falha ou fratura de um material 
ocorre quando a máxima tensão normal em um ponto atinge um valor crítico independente das 
outras tensões, de acordo com POPOV (1978). O valor crítico da tensão é usualmente 
determinado em um ensaio de tração, onde a falha de um corpo-de-prova é definida pela fratura, 
ou pelo alongamento excessivo. 
 
Assim, um elemento de uma  estrutura se encontrará em situação de segurança enquanto 
os valores absolutos das tensões principais 1σ  e 2σ  foram ambos menores que rupσ  : 
 
rupσσ <1  e rupσσ <2  
 
A evidência experimental indica que essa teoria se aplica bem aos materiais frágeis em 
todas as faixas de tensão, contanto que exista uma tensão principal de tração. Esse mecanismo de 
falha difere drasticamente da ruptura dútil, que é acompanhada por grandes deformações, devidas 
aos deslizamentos ao longo dos planos de máxima tensão de cisalhamento. 
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De acordo com BEER (1989) esse critério não leva em conta outros efeitos nos 
mecanismos de ruptura do material, a não ser aqueles da tensão normal, além disso, esse critério 
tem uma deficiência séria, uma vez que se baseia na hipótese de que a tensão última do material é 
a mesma na tração e na compressão. Esse fato raramente ocorre, devido  à presença de vazios do 
material, que debilitam o material tracionado, embora não tenha influência significativa no 
material sujeito à compressão. 
 
O critério da máxima tensão normal pode ser expresso graficamente, através de uma 
envoltória de resistência, como indica a Figura 3.1.1. 1σ , 2σ  e 3σ  representam respectivamente 
as tensões normais nas direções 1, 2 e 3. 
 
−1<σ3/σrup<1
−1<σ2/σrup<1
−1<σ1/σrup<1
σ2/σrup
σ1/σrup
σ3/σrup
 
FIGURA 3.1.1 – Critério da máxima tensão normal (Rankine). 
 
Jenkins (1920) modificou o critério da máxima tensão normal para materiais isotrópicos 
e aplicou para materiais ortotrópicos, tal como a madeira. A falha ocorre quando uma ou mais das 
tensões atingir sua respectiva tensão de tração, ou compressão ou de cisalhamento. 
Matematicamente, o critério indica que a falha não ocorrerá se as seguintes inequações forem 
respeitadas: 
 
111 tc ff ≤≤− σ                                                                                                          (3.1.1a) 
222 tc ff ≤≤− σ                                                                                                        (3.1.1b) 
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333 tc ff ≤≤− σ                                                                                                         (3.1.1c) 
 
As equações 3.1.1 representam um paralelepípedo retangular no espaço das tensões, 
Figura 3.1.2. Não há interação entre os modos de ruptura com esta teoria. 
 
σ1
σ3
σ2
-f c3 < σ3 < f t3
-f c2 < σ2 < f t2
-f c1 < σ1 < f t1
 
FIGURA 3.1.2 – Critério da máxima tensão. 
 
CRITÉRIO DA MÁXIMA TENSÃO DE CISALHAMENTO (CRITÉRIO DE TRESCA) 
 
A teoria da máxima tensão de cisalhamento, segundo POPOV (1978), resulta da 
observação de que, em um material dútil, ocorre deslizamento durante o escoamento ao longo de 
planos criticamente orientados, Figura 3.1.3. Isso sugere que a tensão de cisalhamento máxima 
execute o papel principal, e admiti-se que o escoamento do material dependa apenas da máxima 
tensão de cisalhamento alcançada no interior do elemento. Dessa forma sempre que um certo 
valor crítico de cisalhamento crτ  é atingido, inicia-se o escoamento em um elemento. Para um 
determinado material, esse valor usualmente é feito igual à tensão de cisalhamento no 
escoamento em tração simples ou compressão. 
 
Para materiais solicitados em uma direção a tensão crítica é igual à metade da tensão 
máxima de tração, conforme o círculo de Mohr da Figura 3.1.3. 
22
1
max
esc
cr
σσ
ττ =±==  
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σ11σ
2σ
2σ
τ
σ
1σσ2
max = 1στ
0
τ
σ2
1σ σ1
σ2
σ
σ1σ2-
max = τ σ1 + 2σ
2
(a)
(b)planos de 
deslizamento
2
 
FIGURA 3.1.3 – Tensões atuantes e planos de deslizamentos. 
 
Para o estado plano de tensões, tem-se dois casos: o valor da tensão de cisalhamento é 
igual à max21 σ⋅  se as tensões principais são ambas positivas ou negativas, Figura 3.1.3a, e igual 
a minmax21 σσ −⋅  se a tensão máxima é positiva e a tensão mínima é negativa, Figura 3.1.3b, ou 
seja: 
 
escσσ ≤1  e escσσ ≤2  (1o e 3o quadrantes) 
 
22
21 escσσσ ≤
−
±  (2o e 4o quadrantes) 
 
O critério da máxima tensão de cisalhamento pode ser expresso graficamente, para o 
estado plano de tensão, como indica a Figura 3.1.4. 
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FIGURA 3.1.4 – Critério da máxima tensão de cisalhamento (Tresca). 
 
CRITÉRIO DA MÁXIMA ENERGIA DE DISTORÇÃO (CRITÉRIO DE VON MISES) 
 
Outro critério de escoamento de grande aceitação para materiais dúcteis e isotrópicos, é 
baseado em conceitos de energia de deformação, segundo POPOV (1978). Nesse critério a 
energia elástica total é dividida em duas partes: uma associada com as mudanças volumétricas do 
material e a outra causando distorções de cisalhamento. Igualando a energia de distorção de 
cisalhamento no ponto de escoamento à tração simples, com aquela sob tensão combinada, é 
estabelecido o critério de escoamento para tensão combinada. 
 
O estado de tensão da Figura 3.1.5 pode ser desmembrado em dois tensores aditivos. Os 
elementos de um dos tensores são definidos como a tensão hidrostática média: 
 
3
321 σσσσ
++
=  
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σ
σ3
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σ
σ
3σ
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2σ
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- σ
- σ
 
FIGURA 3.1.5 – Estado geral de tensões: tensões hidrostáticas + tensões desviatórias. 
 
Os elementos do outro tensor são )( 1 σσ − , )( 2 σσ −  e )( 3 σσ − .  
 
Escrevendo em forma matricial, tem-se: 
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σ
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Para o estado de tensão tridimensional, o círculo de Mohr para os elementos do tensor se 
reduz a um ponto localizado em σ  sobre o eixo σ . Dessa forma as tensões associadas com esse 
tensor são as mesmas em cada direção possível. Por essa razão, esse tensor é chamado de tensor 
da tensão esférico ou tensor de tensão de dilatação. 
 
O outro tensor é chamado de tensor de tensão desviador ou de distorção. Uma razão para 
a escolha deste termo se deve ao fato de que o estado de tensão que consiste em tração e 
compressão em planos mutuamente perpendiculares é equivalente ao de tensão de cisalhamento 
pura. Esse último sistema de tensões não causa variações volumétricas, mas apenas distorções e 
desvios do elemento de sua forma cúbica inicial. 
 
Considerando a energia total de deformação por unidade de volume definida por: 
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( ) ( )3132212322212
1
σσσσσσ
ν
σσσ ⋅+⋅+⋅⋅−++⋅=
EE
U total                                      (3.1.2) 
 
Esta energia de deformação por unidade de volume devida às tensões de dilatação pode 
ser reescrita fazendo p=== 321 σσσ , e então substituindo p por ( ) 3111 σσσσ ++= . Assim, 
tem-se: 
 
( ) ( )23212 6
21
2
213
σσσ
νν
++⋅
⋅−
=⋅
⋅−⋅
=
E
p
E
U dilatação                                                 (3.1.3) 
 
Subtraindo a equação 3.1.3 da equação 3.1.2 e observando que ( )[ ]ν+⋅= 12EG , 
encontra-se a energia de deformação de distorção para a tensão combinada: 
 
( ) ( ) ( )( )231232221121 σσσσσσ −+−+−⋅⋅= GU distorção                                             (3.1.4) 
 
De acordo com a premissa básica da teoria da energia de distorção, a expressão 3.1.4 
deve ser igualada à máxima energia de distorção na tração simples. A última condição ocorre 
quando uma das tensões principais atinge o ponto de escoamento escσ  do material. A energia de 
deformação de distorção é  )12(2 2 Gescσ⋅ . Igualando com a expressão 3.1.4 e simplificando, 
obtém-se a lei básica para o material plástico ideal: 
 
( ) ( ) ( ) 2231232221 2 escσσσσσσσ ⋅=−+−+−                                                             (3.1.5) 
 
Para o estado plano de tensões, a equação 3.1.5 se reduz a: 
 
1
2
221
2
1
=





+





⋅−





escescescesc σ
σ
σ
σ
σ
σ
σ
σ
                                                                         (3.1.6) 
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Segundo BEER (1989) nesse critério, um componente estrutural estará em condições de 
segurança enquanto o maior valor de energia de distorção, por unidade de volume do material, 
permanecer abaixo da energia de distorção por unidade de volume necessária para provocar o 
escoamento no corpo-de-prova de um mesmo material submetido ao ensaio de tração. 
 
O critério da máxima energia de distorção pode ser expresso graficamente, para o estado 
plano de tensões, como indica a Figura 3.1.6. 
σσ2 esc
σ1σ esc
-1 1
-1
1 (1,1)
(-1,-1)
 
FIGURA 3.1.6 – Critério da máxima energia de distorção (Mises). 
 
Na Figura 3.1.7 pode-se observar uma comparação gráfica dos três primeiros critérios 
apresentados: Rankine, Tresca e Von Mises. 
 
2σ
σ1
rupσ
σrup
1
1-1
-1
(1,1)
(-1,-1)
tresca
mises
máxima tensão 
normal
 
FIGURA 3.1.7 – Comparação entres critérios. 
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CRITÉRIO DE RESISTÊNCIA DE MOHR 
 
Para se obter as solicitações que produzem ruptura, o critério preconiza que os corpos-
de-prova de um determinado material sejam submetidos a vários tipos de solicitação, crescentes 
até à ruptura. As tensões principais encontradas no momento de ruptura são representadas no 
sistema de Mohr desenhando-se os respectivos círculos com o diâmetro 21 σσ − , como mostra a 
Figura 3.1.8. 
 
A envoltória pode ser dividida em três trechos: a tangente (I) vertical ao círculo 
corresponde à tração simples que indica ruptura por separação; a reta inclinada tangente (II) aos 
círculos de ruptura indica ruptura por escoamento e a reta horizontal (III) tangente aos círculos 
representa casos de escoamento plásticos sem ruptura. Nos materiais frágeis, sem maior efeito 
plástico, falta à parte horizontal. 
 
cf
τ
tf
σI
III
II
 
FIGURA 3.1.8 – Critério de Mohr. 
 
A envoltória de todos os círculos representados de solicitações no limite de ruptura 
define uma região de ruptura para os círculos de Mohr. O critério de Mohr é aplicado na teoria de 
ruptura do concreto. 
 
CRITÉRIO DE RESISTÊNCIA DE MOHR-COULOMB 
 
Segundo BEER (1989) este critério pode ser utilizado para prever os efeitos de um certo 
estado de tensão plano, quando alguns resultados de vários tipos de ensaios podem ser obtidos 
para esse material. 
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Considera-se que foram feitos ensaios de tração e de compressão em um certo material, 
e que se determinaram os valores da tensão última de tração e de compressão. A Figura 3.1.9.a 
representa o círculo de Mohr para os ensaios uniaxiais de tração e compressão. Fica claro que um 
estado de tensão representado por um círculo inteiramente contido em qualquer dos dois círculos 
da Figura 3.1.9.a é um estado de tensão seguro. Desse modo quando as duas tensões principais 
são positivas, o estado de tensão é seguro se tf≤1σ  e tf≤2σ ; quando as duas tensões principais 
são negativas, o estado de tensão é seguro se cf≤1σ  e cf≤2σ . Portanto o estado de tensão é 
seguro se estiver contido em uma das áreas quadradas da Figura 3.1.10.a (quadrantes 1 e 3). 
 
Pode-se obter as partes restantes dos diagramas de tensões principais, desenhando vários 
círculos tangentes à envoltória, para determinar-se os valores de 1σ  e 2σ , que serão marcados 
nos quadrantes 2 e 4 da Figura 3.1.10.a. 
 
Diagramas mais exatos podem ser obtidos se for possível a determinação de mais 
resultados de ensaios, correspondentes a vários estados de tensões. Se por outro lado, os únicos 
dados disponíveis forem as tensões últimas tf  e cf  a envoltória da Figura 3.1.9.a é substituída 
pelas tangentes AB e A’B’ aos círculos que são relativos à ruptura a tração e a compressão, 
Figura 3.1.9b. 
 
(a)
envoltória
τ
cf tf
σ
envoltória
B'
A'
(b)
envoltória
τ
envoltória
B
cf
A
tf
σ
 
FIGURA 3.1.9 – Envoltórias de resistência: (a) real, (b) simplificada. 
 
O critério de MOHR-COULOMB pode ser expresso graficamente, para o estado plano 
de tensão, como indica a Figura 3.1.10. 
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σ2
f
σ1
t
tf
cf
f c
σ
cf
cf
tf
f t
σ1
2
(a) (b)
 
FIGURA 3.1.10 – Critérios: (a) Mohr - Coulomb, (b) Mohr - Coulomb simplificado. 
 
Quase sem exceção, de acordo com BODIG (1993), os critérios de resistência descritos 
acima e outros critérios menos conhecidos foram desenvolvidos para materiais homogêneos 
isotrópicos com a hipótese de comportamento linear, da relação tensão x deformação, até a 
ruptura. Portanto sua aplicabilidade é limitada para materiais como a madeira e os compósitos de 
madeira, devido à não homogeneidade e ao comportamento não-elástico da madeira. 
 
FÓRMULA DE HANKINSON 
 
A primeira fórmula para a determinação da resistência à compressão da madeira em uma 
direção inclinada em relação às fibras foi proposta por Hankinson em 1921.  
 
Segundo BODIG (1993) por causa da complexidade dos fenômenos de ruptura em 
compósitos de madeira, as estimativas usando teorias de ruptura ainda não foram completamente 
desenvolvidas. Conseqüentemente, métodos empíricos podem ser usados, os quais sob algumas 
circunstâncias são razoavelmente precisos. A fórmula de Hankinson é um desses métodos. 
Aplicada freqüentemente a madeira, particularmente na compressão, a fórmula apresenta a 
seguinte forma geral: 
θθ
σ θ nn ff
ff
cossen 900
900
⋅+⋅
⋅
=                                                                                     (3.1.7) 
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Onde: 
θσ : tensão última em uma direção inclinada em relação às fibras; 
0f : tensão última paralela às fibras; 
90f : tensão última perpendicular às fibras; 
θ : ângulo de inclinação das fibras; 
n : expoente. 
 
Na Figura 3.1.11 pode-se observar um modelo de ensaio de tração com direção de 
aplicação de carga inclinada em relação às fibras. 
 
σ
θ
1
2
1'
2'
θ
θθσ
 
FIGURA 3.1.11 – Modelo de ensaio para determinação da resistência numa direção 
inclinada em relação às fibras. 
 
A fórmula de Hankinson, embora estritamente empírica, tem apresentado valores 
próximos aos valores obtidos em ensaios da madeira sob compressão. 
 
Segundo LIU (1984) a fórmula de Hankinson é também adequada para estimar a 
resistência da madeira sob tração para um valor de n entre 1,5 a 2. Alguns autores sugerem que o 
valor correto de n deve ser obtido através de dados experimentais. No entanto n igual a 2 se 
aproxima bem dos resultados dos ensaios. 
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De acordo com BODIG (1993), mesmo quando o carregamento está inclinado de um 
ângulo bem pequeno em relação às fibras, ocorre uma grande redução da resistência. A redução 
esta diretamente relacionada à natureza anisotrópica da madeira. 
 
BODIG (1993) descreve uma equação análoga à equação 3.1.7 baseada na definição de 
resistência à compressão relativa f  nas direções radial e tangencial: 
 
uL
uR
Rf σ
σ
=  
uL
uT
Tf σ
σ
=  
 
onde: 
 
Rf : resistência à compressão relativa na direção radial. 
Tf : resistência à compressão relativa na direção tangencial. 
uRσ : tensão de compressão última na direção radial. 
uLσ : tensão de compressão última na direção longitudinal. 
uTσ : tensão de compressão última na direção tangencial. 
 
A resistência à compressão relativa varia de acordo com uma função senoidal no plano 
R-T (radial - tangencial). Na figura 3.1.12 a relação linear, entre a resistência à compressão 
relativa e o ângulo dos anéis, é representada pela linha pontilhada, onde o ângulo do anel de 0o 
corresponde à carga de compressão na direção tangencial e o ângulo do anel de 90o refere-se à 
direção radial. 
 
A inclinação da aproximação linear é a diferença entre fR e fT dividida por 90o : 
 
090
TR ff −
=α  
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e a resistência à compressão relativa na linha pontilhada é: 
 
Tff +⋅= φαφ'  
 
45 900
ângulo dos anéis (graus)
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0(R)0 0(T)
FT + FR
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FR+FT
2
(1-k)x
FR - FT
F450 = F450
 
FIGURA 3.1.12 – Variação da resistência à compressão da madeira no plano RT. 
Fonte: BODIG (1993), p.312 
 
Devido à relação linear fornecer valores de resistência acima dos valores reais, é 
necessária uma correção, usando como ajuste uma função senoidal: 
 
2
)()2sen('' RT ffKf +⋅−⋅= φφ  
 
onde: 
 
''
φf : correção da variação linear da resistência relativa. 
K : constante empírica para ajustar a amplitude da função senoidal. 
 
A resistência à compressão relativa f  para um ângulo de anel φ  é: 
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'''
φφφ fff +=  
 
Desse modo, a fórmula de Hankinson tri-dimensional apresenta a seguinte forma: 
 
θθ φ
φ
θφ 22 cossen ⋅+⋅
⋅
= ff
fff
L
L
 
 
onde θφf  é a resistência à compressão relativa em um ângulo de anel φ  e um ângulo na 
direção das fibras de θ . 
 
Na Figura 3.1.13 as curvas representam a estimativa teórica da equação de Hankinson 
tri-dimensional, os pontos representam os dados experimentais da madeira de espécie “Oak”. 
 
 
FIGURA 3.1.13 – Comparação de dados experimentais com a estimativa de superfície pela 
fórmula de Hankinson tri-dimensional para madeira “Oak”. 
Fonte: BODIG (1993), p.314 
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TEORIA DE HILL 
 
O critério de resistência, expressão 3.1.8, foi proposto por HILL (1950) para materiais 
ortotrópicos, considerando que o modo de ruptura do material é independente da pressão 
hidrostática. Assumiu-se que as tensões de escoamento do material são as mesmas na tração e 
compressão. 
 
Matematicamente o critério de Hill é definido pela equação 3.1.8: 
 
1=⋅⋅ jiijF σσ    i, j = 1 a 6                                                                                        (3.1.8) 
 
Para materiais ortotrópicos a expressão 3.1.8 em sua forma expandida pode ser escrita 
como: 
 
+⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅ 31132112
2
333
2
222
2
111 22 σσσσσσσ FFFFF  
12 2666
2
555
2
4443223 =⋅+⋅+⋅+⋅⋅⋅+ σσσσσ FFFF                                                       (3.1.9) 
 
Se a condição de ruptura é independente das tensões hidrostáticas, então a derivada da 
equação 3.1.8 com relação a pσ  deve ser zero, isto é: 
 
( ) 0=⋅⋅
∂
∂
jiij
p
F σσ
σ
                                                                                               (3.1.10) 
 
onde: 321 σσσσ ===p  
 
Resolvendo a equação 3.1.10, obtém-se: 
 
( ) 0131211
1
=++=⋅⋅
∂
∂ FFFF jiij σσσ
 
∴ ( )131211 FFF +−=                                                                                                 (3.1.11a) 
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( ) 0232212
2
=++=⋅⋅
∂
∂ FFFF jiij σσσ
 
∴ ( )231222 FFF +−=                                                                                                (3.1.11b) 
( ) 0332313
3
=++=⋅⋅
∂
∂ FFFF jiij σσσ
 
∴ ( )231333 FFF +−=                                                                                                (3.1.11c) 
 
Para um material ortotrópico o número de constantes independentes para Fij reduz de 9 
para 6 devido às equações 3.1.11, e pode se expressa como: 
 
[ ]
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De outra maneira, o critério de HILL pode ser expresso como: 
 
[ ]

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
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( ) ( ) ( ) 1222 266255244221213232 =⋅+⋅+⋅+−⋅+−⋅+−⋅ σσσσσσσσσ NMLHGF  (3.1.12) 
 
Os coeficientes de resistência do critério são: 
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2
1
1
tf
HG =+  
2
2
1
tf
FH =+  
2
3
1
tf
GF =+  
2
4
12
vf
L =  
2
5
12
vf
M =  
2
6
12
vf
N =  
2
1
2
3
2
2
1112
ttt fff
F −+=  
2
2
2
1
2
3
1112
ttt fff
G −+=  
2
3
2
2
2
1
1112
ttt fff
H −+=  
 
Substituindo-se os parâmetros de resistência na expressão 3.1.12, tem-se: 
 
+⋅⋅





−+−⋅⋅





−+−++ 322
1
2
3
2
2
212
3
2
2
2
1
2
3
2
3
2
2
2
2
2
1
2
1 111111 σσσσσσσ
ttttttttt fffffffff
 
1111 2
6
2
6
2
5
2
5
2
4
2
4
312
2
2
3
2
1
=+⋅++⋅⋅





−+−
vvvttt ffffff
σσσ
σσ                                                    (3.1.13) 
 
A equação 3.1.13 envolve resistências uniaxiais iguais para tração e compressão para um 
determinado material. Esta limitação é indiretamente o resultado da hipótese de HILL (1950) de 
que a pressão hidrostática não tem efeito no escoamento dos metais. Visto que teorias que 
estimam iguais resistências de tração e compressão são indesejáveis para materiais de resistências 
assimétrica, muitos pesquisadores aplicam a teoria de HILL somente para casos de tração biaxial. 
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No estado plano de tensões, nas direções 1 e 2, a equação 3.1.13 apresenta a seguinte 
forma: 
 
1111 2
4
2
4
212
3
2
2
2
1
2
2
2
2
2
1
2
1
=+⋅⋅





−+−+
vttttt ffffff
σ
σσ
σσ
                                                        (3.1.14) 
 
Para materiais isotrópicos e considerando escttt fff σ=== 321 , a equação 3.1.14 tem a 
mesma forma do critério de resistência de Von Mises: 
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Alguns outros critérios são baseados na teoria de HILL (1950), tais como os critérios de 
TSAI-HILL (AZZI-TSAI), de NORRIS (1962), de FISCHER (1967) e de ASHKENAZI (1966). 
As varias teorias baseadas da teoria de HILL diferem umas das outras apenas pela maneira como 
os coeficientes de interação (F12, F13 e F23) são determinados. 
 
TEORIA DE RESISTÊNCIA DO TIPO HILL  
 
Muitos critérios de resistência adotam a teoria de HILL (1950), expressão 3.1.15, como 
critério de ruptura, apenas não considerando que o modo de ruptura seja independente da pressão 
hidrostática. 
 
1=⋅⋅ jiijF σσ   i, j = 1 a 6                                                                                       (3.1.15) 
 
A equação 3.1.15, na forma expandida, apresenta a seguinte forma: 
 
+⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅ 31132112
2
333
2
222
2
111 22 σσσσσσσ FFFFF  
12 2666
2
555
2
4443223 =⋅+⋅+⋅+⋅⋅⋅+ σσσσσ FFFF                                                     (3.1.16) 
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Para um material anisotrópico o número de constantes independentes para Fij é 21. Para 
um material ortotrópico o número de constantes independentes para Fij é 9. 
 
Considerando-se ensaios de tração e cisalhamento simples nas três direções, obtém-se os 
seguintes coeficientes de resistência: 
 
2
1
11
1
tf
F =  
2
2
22
1
tf
F =  
2
3
33
1
tf
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44
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vf
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No estado plano de tensões, e considerando as direções 1 e 2, a equação 3.1.16 se reduz 
à: 
 
12 24442112
2
222
2
111 =⋅+⋅⋅+⋅+⋅ σσσσσ FFFF                                                        (3.1.17) 
 
O coeficiente F12 pode ser determinado por ensaios biaxiais ou uniaxiais conforme 
descritos no item 4 do capítulo 3. As seis expressões para determinação do coeficiente F12 podem 
ser vistas na Tabela 3.4.3. 
 
TEORIA DE TSAI-HILL 
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As teorias de falhas para materiais anisotrópicos foram inicialmente extensões de 
análises isotrópicas. Entre as teorias de falha, para materiais anisotrópicos, o critério de TSAI e 
HILL é uma abordagem conhecida. Esta teoria é utilizada materiais compósitos reforçados por 
fibras. 
 
A equação do critério de TSAI-HILL foi obtida através da equação 3.1.18 (critério de 
HILL) considerando um plano de isotropia transversal nas direções 2 e 3, ou seja 32 tt ff = . 
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                                                        (3.1.18) 
 
No estado plano de tensões a falha do material ocorre quando: 
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σσσσσ
                                                                    (3.1.19) 
 
Da equação 3.1.19 pode se notar que o coeficiente de interação F12 tem o valor de: 
 
212 2
1
tf
F
⋅
−=                                                                                                            (3.1.20) 
 
TEORIA DE NORRIS 
 
NORRIS (1962) se baseou no critério de HILL (1950) para formular sua teoria e 
determinou uma superfície de ruptura com  o coeficiente de interação igual à: 
 
21
12 2
1
tt ff
F
⋅⋅
−=                                                                                                      (3.1.21) 
 
O critério de HILL envolve resistências uniaxiais iguais para tração e compressão para 
um determinado material. Para contornar este problema NORRIS (1962) admitiu que os 
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coeficientes F11 e F22 sejam dependentes das tensões. Em particular, ele especificou valores 
diferentes de tração e compressão para F11 e F22, enquanto conservou constantes os valores dos 
coeficientes F12 e F44. 
 
2
1
11
1
tf
F =  quando 01 ≥σ  (quadrantes 1 e 4)                                                          (3.1.22a) 
2
1
11
1
cf
F =  quando 01 ≤σ  (quadrantes 2 e 3)                                                          (3.1.22b) 
2
2
22
1
tf
F =  quando 02 ≥σ  (quadrantes 1 e 2)                                                         (3.1.22c) 
2
2
22
1
cf
F =  quando 02 ≤σ  (quadrantes 3e 4)                                                          (3.1.22d) 
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1
vf
F =                                                                                                                  (3.1.23) 
 
A superfície de ruptura é agora descrita pelas seguintes equações para cada quadrante: 
 
Quadrante 1 ( 01 ≥σ , 02 ≥σ ) 
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                                                        (3.1.24a) 
 
Quadrante 2 ( 01 ≤σ , 02 ≥σ ) 
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Quadrante 3 ( 01 ≤σ , 02 ≤σ ) 
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Quadrante 4 ( 01 ≥σ , 02 ≤σ ) 
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A superfície descrita pelas equações 3.1.24 é um conjunto de quatro quartos de 
elipsóides unidas nos limites dos quadrantes. Para tensões de cisalhamento constantes as 
equações 3.1.24 representam quatro quartos de elipse ligadas aos eixos coordenados.  
 
Substituindo o coeficiente F12 na equação 3.1.24a, tem-se a seguinte equação: 
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                                                                    (3.1.25) 
 
As equações 3.1.24 (a, b, c, d) foram utilizadas por NORRIS (1962) para o cálculo de 
madeira laminada colada. 
 
O critério de NORRIS (1962) foi originalmente desenvolvido para a madeira e tem 
recebido extensivas aplicações para este material. Na Figura 3.1.14 pode se observar uma 
comparação dos dados obtidos no ensaio biaxiais do papelão, realizados por SUHLING (1985), 
como o critério de NORRIS (quatro quartos de elipse). 
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FIGURA 3.1.14 – Exemplo de aplicação do critério de NORRIS. 
Fonte: SUHLING (1985), p.92 
 
Para ensaios uniaxiais NORRIS (1962) indica que a ruptura ocorrerá se uma das 
seguintes tensões for excedida: 
 
θσσ θ 21 cos/uL=                                                                                                    (3.1.26a) 
θσσ θ 22 sen/uT=                                                                                                   (3.1.26b) 
)cos/(sen3 θθσσ θ ⋅= uLT                                                                                        (3.1.26c) 
 
Onde: 
uLσ : tensão última na direção longitudinal, 
uTσ : tensão última na direção tangencial, 
uLTσ : tensão última na direção longitudinal-tangencial. 
 
Na Figura 3.1.15 pode se observar uma comparação dos dados obtidos nos ensaios 
uniaxiais de madeira, com a teoria de NORRIS (1962), equações 3.1.26. 
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FIGURA 3.1.15 – Exemplo de aplicação do critério de NORRIS: ensaio uniaxial. 
Fonte: BODIG (1993), p.316 
 
TEORIA DE FISCHER 
 
O critério de resistência de FISCHER (1967) para materiais ortotrópicos apresenta a 
seguinte forma: 
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                                                               (3.1.27) 
 
FISCHER (1967) usando argumentos baseados na elasticidade linear ortotrópica, 
determinou um valor para o coeficiente de interação igual a: 
 
21
12 2 tt ff
KF
⋅⋅
−=                                                                                                      (3.1.27) 
onde 
  
( ) ( )
( ) ( )21122211
12222111
112
11
νν
νν
+⋅+⋅⋅⋅
+⋅++⋅
=
EE
EEK                                                                          (3.1.28) 
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Na expressão 3.1.28, E é o módulo de elasticidade e v é o coeficiente do Poisson. O 
critério é teoricamente válido somente se a resposta é linearmente elástica até a ruptura. Para 
materiais isotrópicos o coeficiente K é igual a 1 e a teoria de FISCHER (1967) se iguala à teoria 
de NORRIS (1962). 
 
TEORIA DE ASHKENAZY 
 
ASHKENAZI (1965) formulou um critério de resistência para materiais ortotrópicos 
baseado na teoria de plasticidade de VON MISES. Sob um estado plano de tensões, a teoria 
estima que a falha ocorrerá em um ponto de um determinado material quando a equação abaixo 
não for satisfeita: 
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                                                        (3.1.29) 
 
ASHKENAZI (1965) sugeriu que o coeficiente de interação F12 fosse determinado 
através de um ensaio uniaxial a 45o  em relação às direção principal ( U⋅=== 2/1421 σσσ ).  
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Onde U representa a máxima tensão de tração obtida em um corpo-de-prova com as 
fibras em um ângulo de 45o em relação à aplicação do carregamento. 
 
 
TEORIA DE GOL’DENBLAT e KOPNOV 
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Os primeiros a sugerirem o uso de um critério geral de resistência para materiais 
anisotrópicos, tais como os plásticos reforçados por fibras de vidro, foram GOL’DENBLAT e 
KOPNOV (1965). A forma geral do critério adotado é: 
 
( ) ( ) ( ) 1... =+⋅⋅⋅+⋅⋅+⋅ γβα σσσσσσ kjiijkjiijii FFF                                                (3.1.32) 
 
Eles investigaram o caso onde 1=α , 2/1=β  e −∞=γ . Substituindo os valores de α , 
β e γ na equação 3.1.32, obtém-se: 
 
1=⋅⋅+⋅ jiijii FF σσσ                                                                                          (3.1.33) 
 
Os coeficientes Fi e Fij são determinados da mesma maneira que os coeficientes do 
critério de TSAI e WU (1971). Os valores dos coeficientes estão listados abaixo: 
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Realizando ensaios de cisalhamento, obtêm-se para o coeficiente F12 a seguinte 
expressão: 
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Na Figura 3.1.16 pode–se observar um exemplo de aplicação do critério de 
GOL’DENBLAT e KOPNOV (1965) em materiais compósitos. Os pontos representam os dados 
de ensaios de laboratório e as curvas representam o critério para cada material. O material no1 é o 
Bumagolite e o material no2 é o Textolite. Pode-se notar a proximidade dos dados teóricos com 
os resultados dos ensaios. 
 
 
FIGURA 3.1.16 – Exemplo de aplicação do critério em materiais compósitos. 
Fonte: GOL’DENBLAT e KOPNOV (1965), p.59 
 
TEORIA DE HOFFMAN 
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HOFFMAN (1967) adicionou termos lineares ao critério de resistência ortotrópico de 
HILL (1950) para avaliar as diferenças na tração e compressão. Sua teoria, sem base em uma 
formulação tensorial, apresenta a seguinte forma: 
 
( ) ( ) ( ) +⋅+⋅+⋅+−⋅+−⋅+−⋅ 362514221321322321 σσσσσσσσσ CCCCCC  
1249
2
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2
57 =⋅+⋅+⋅+ σσσ CCC                                                                                (3.1.35) 
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Considerando uma isotropia transversal no plano 2-3, ou seja: 
 
32 tt ff = , 32 cc ff = , 46 vv ff =  
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Com a substituição dos coeficientes C1 a C9 na equação 3.1.35 e considerando uma 
isotropia transversal no plano 2-3, a teoria de HOFFMAN (1967), no estado pano de tensões 
(plano 1-2), apresenta a seguinte forma: 
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RAZÕES DE TENSÕES 
 
As razões de tensões constituem um critério de resistência de aplicação rápida, se bem 
que empírica. O seu uso se deve principalmente a SHANLEY e foi estabelecido de acordo com o 
seguinte: 
 
Seja σ  a tensão real num ponto de uma estrutura, na condição mais crítica de 
carregamento.  
 
Chama-se razão de tensão “R” as relações do tipo : 
escoamento
real
σ
σ
ou 
ruptura
real
σ
σ
. 
 
Como exemplo pode-se ter: 
 
tração: 
esct
tR
,
1 σ
σ
=  
flexão: 
escf
fR
,
2 σ
σ
=  
torção: 
esctor
torR
,
3 σ
σ
=  
 
As tensões, e conseqüentemente, as razões podem crescer até que: 
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1...321 =+++
cba RRR  
 
Os expoentes a, b e c são obtidos empiricamente. Na Figura 3.1.17 pode-se observar um 
exemplo de levantamento experimental de uma curva de razões de tensão. Foram utilizados nos 
ensaios tubos redondos de aço submetidos a flexo-torção. A relação empírica obtida , através da 
curva, para a resistência máxima foi de: 122 =+ tf RR . 
 
 
FIGURA 3.1.17 – Levantamento experimental de uma curva de razões de tensão. 
Fonte: RICARDO (1969), p.295 
 
A maioria dos critérios apresentados no início deste item, do capítulo 3, foi desenvolvida 
para materiais isotrópicos com simetria de resistência, ou seja, materiais que possuem as mesmas 
resistências em qualquer direção e resistências à tração e compressão iguais. Como exemplos 
desses critérios pode-se citar: critério da máxima tensão normal, critério da máxima tensão de 
cisalhamento, critério da máxima energia de distorção. 
 
Com a utilização de novos materiais para aplicação estrutural foi necessário desenvolver 
critérios específicos que levassem em conta a natureza ortotrópica ou anisotrópica desses 
materiais. 
 
Balizados nos critérios para materiais isotrópicos surgiram os critérios para materiais 
ortotrópicos simétricos, e depois os critérios para materiais ortotrópicos com assimetria de 
resistência. A teoria de HILL (1950) foi um dos primeiros critérios para materiais ortotrópicos e 
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considerava que a ruptura do material era independente da pressão hidrostática. Depois surgiram 
critérios baseados na mesma teoria de HILL não levando em conta a independência da pressão 
hidrostática; esses critérios são: teoria de TSAI-HILL, teoria de NORRIS e a teoria de FISCHER. 
 
O critério de TSAI-HILL foi desenvolvido para materiais ortotrópicos com simetria de 
resistência, já a teoria de NORRIS foi desenvolvida para materiais ortotrópicos com assimetria de 
resistência e tem sido aplicado extensivamente à madeira. 
 
As teorias de GOL’DENBLAT e KOPNOV (1965) e HOFFMAN (1967) foram todas 
desenvolvidas para materiais ortotrópicos com assimetria de resistência. 
 
Embora não faça parte de uma teoria geral de ruptura, a fórmula de Hankinson, 
determinada empiricamente, apresenta estimativas de resistência próximas aos valores obtidos em 
ensaios de compressão da madeira. 
 
Os critérios de resistência descritos neste item que poderiam ser aplicados à madeira são: 
critério de NORRIS, HOFFMAN e GOL’DENBLAT e KOPNOV. 
 
Na Tabela 3.1.1 pode-se observar os diversos critérios apresentados e sua aplicabilidade. 
 
TABELA 3.1.1 – Critérios de resistência. 
Critério Materiais 
Máxima tensão normal Isotrópicos simétricos 
Máxima tensão de cisalhamento Isotrópicos simétricos 
Máxima energia de distorção Isotrópicos simétricos 
HILL Ortotrópicos simétricos 
TSAI-HILL Ortotrópicos simétricos 
NORRIS Ortotrópicos assimétricos 
GOL’DENBLAT e KOPNOV Ortotrópicos assimétricos 
HOFFMAN Ortotrópicos assimétricos 
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O critério de NORRIS é bastante aplicado à madeira, mas para a estimativa da curva de 
ruptura são necessárias quatro equações, uma para cada quadrante de tensões; o que torna 
trabalhosa sua utilização. O critério de GOL’DENBLAT e KOPNOV tem aplicação em materiais 
compósitos. A teoria de HOFFMAN é uma extensão de teoria de HILL com acréscimos de 
termos lineares não apresentando uma formulação tensorial. Da análise dos diversos critérios de 
resistência fica evidente que para estimativa de resistência da madeira e seus compósitos, é 
necessário adotar um critério para materiais ortotrópicos com assimetria de resistência e que seja 
de utilização expedita.  
 
Dentre os critérios possíveis para estimativa de resistência da madeira optou-se pelo 
critério de TSAI-WU por apresentar uma formulação tensorial, pela facilidade de determinação 
dos parâmetros de resistência quando comparado aos outros critérios e por sua extensa aplicação 
em diversas pesquisas envolvendo a madeira. A formulação e as características deste critério 
podem ser vistas no próximo item. 
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3.2 TEORIA GERAL DE RESISTÊNCIA PARA MATERIAIS 
ANISOTRÓPICOS (CRITÉRIO DE TSAI-WU). 
 
 
Um critério de falha (ruptura) pode ser estabelecido com ou sem a ajuda de um modelo 
matemático, segundo WU (1974). Se forem realizados ensaios experimentais em todas as 
componentes do espaço de tensões, a necessidade de um modelo teórico torna-se secundário. No 
entanto, a determinação experimental necessita de tempo e apresenta custo elevado. Um modelo 
matemático pode complementar a caracterização da falha através da redução do número de 
ensaios necessários, pelo fornecimento de bases de comparação da performance do material, pela 
redução dos dados e por aperfeiçoar a adaptabilidade nas aplicações de análise estrutural. 
 
Um modelo matemático tem como função facilitar a interpolação, a correlação e as 
observações experimentais, mas não tem a função de interpretar o mecanismo de falha (ruptura). 
 
Um modelo matemático de critério de ruptura começa com a identificação dos estímulos 
mecânicos que induzem a ruptura e com a identificação da resposta do material a este estímulo.  
 
Os estímulos mecânicos são as tensões aplicadas no material, e na ausência de outros 
estímulos externos (químicos, térmicos e outros) o critério de ruptura pode ser expresso como: 
 
0),( =Ff ijσ   
0),( =Gf ijε  
0),( =⋅ Hf ijij εσ  
 
Onde F,G e H são parâmetros do material. 
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A falha de um determinado material é interpretada com a ocorrência de qualquer 
descontinuidade na resposta do material aos estímulos mecânicos. Algumas das descontinuidades 
de interesse são: o início da não linearidade na relação tensão x deformação, a ocorrência de 
deformações irreversíveis e a ruptura do material. As condições para a ocorrência desses 
fenômenos são referidas como critério de falha ou de ruptura. A condição de ruptura frágil deve 
ser considerada como um caso especial onde o critério de falha por escoamento coincide como 
critério de falha por ruptura. 
 
Para determinar a causa de falha é necessário analisar o estado de tensão que o material 
está submetido. De um modo geral, o estado de tensões no entorno de um ponto é caracterizado 
pelo tensor de 2a ordem ijσ ,cujas componentes podem ser expressas pela matriz. 
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onde cada coluna representa a tensão resultante, que atua na face de referência cuja normal tem a 
direção do eixo j  (1,2,3), Figura 3.2.1. 
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FIGURA 3.2.1 – Estado de tensão. 
 
A simetria do tensor de tensões permite que o estado de tensões possa ser representado 
pela matriz coluna. 
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onde 111 σσ = , 222 σσ = , 333 σσ = , 21124 σσσ == , 32235 σσσ == , 31136 σσσ == . 
 
Considerando materiais totalmente anisotrópicos, deve-se admitir que os modos de 
ruptura sejam condicionados tanto pelas tensões normais quanto pelas tensões tangenciais, uma 
vez que as fraturas podem ocorrer em virtude de diferentes conjuntos de tensões que agem sobre 
o elemento. 
 
Tendo em vista levar em conta não somente a anisotropia, mas também a assimetria da 
resistência do material, a condição geral de ruptura pode ser colocada sob a forma: 
 
1=⋅⋅+⋅ klijijklijij RR σσσ                                                                                          (3.2.1) 
 
com i, j, k, l = 1, 2, 3, onde ijR são coeficientes de termos lineares de resistência, referentes à ação 
individual das tensões ijσ  e ijklR  são os coeficientes de termos quadráticos de resistência, 
referentes a ação conjunta das tensões ijσ  e klσ . 
 
As componentes dos tensores de resistência ijR e ijklR  são expressas pelas matrizes: 
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e 
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Assim, considerando o tensor ijR , a componente 11R  é o coeficiente de resistência 
correspondente à ação isolada de 11σ  e o coeficiente 12R  corresponde à ação isolada da tensão 
12σ  . Todavia como as tensões 2112 σσ =  aparecem simultaneamente, os coeficientes 2112 RR =  
referem-se à ação simultânea dessas duas componentes do tensor das tensões.  
 
O tensor simétrico ijR  pode então ser representado de modo mais simples pela matriz 
simétrica: 
 
[ ]










=
3
52
641
. Fsim
FF
FFF
Fi                                                                                                (3.2.4) 
 
ou pela matriz coluna 
 
[ ]




















=
6
5
4
3
2
1
F
F
F
F
F
F
Fi  
onde F1 = R11, F2 = R22, F3 = R33, F4 = R12, F5 = R23 e F6 = R13. 
 
Considerando o tensor ijklR , a componente 1111R  corresponde à ação isolada da tensão 
11σ  e a componente 1122R  corresponde à ação simultânea das tensões 11σ  e 22σ . Neste caso, os 
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elementos da diagonal principal correspondem à ação isolada das respectivas tensões e os 
elementos simétricos em relação a essa diagonal são iguais entre si pois se referem à resistência 
sob a ação do mesmo par de tensões. 
 
A simetria do tensor de 4a ordem ijklR  permite que ele seja tratado como se fosse um 
tensor de 2a ordem representado pela matriz simétrica: 
 
[ ]




















=
66
5655
464544
36353433
2625242322
161514131211
. Fsim
FF
FFF
FFFF
FFFFF
FFFFFF
Fij                                                                  (3.2.5) 
 
Com as alterações feitas na representação dos tensores ijR e ijklR , a condição de 
resistência, equação 3.2.1, pode então ser posta sob a forma: 
 
1=⋅⋅+⋅ jiijii FF σσσ    (i, j =1, 2, 3, 4, 5, 6)                                                           (3.2.6) 
 
A expressão 3.2.6, elaborada por TSAI e WU (1971), representa a teoria geral de 
resistência para materiais anisotrópicos. Na forma expandida a expressão 3.2.6 toma a seguinte 
forma: 
 
+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅ 665544332211 σσσσσσ FFFFFF  
+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅+ 61165115411431132112
2
111 22222 σσσσσσσσσσσ FFFFFF  
+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅+ 6226522542243223
2
222 2222 σσσσσσσσσ FFFFF  
+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅+ 633653354334
2
333 222 σσσσσσσ FFFF                                                   
+⋅⋅+⋅⋅+⋅+ 64465445
2
444 22 σσσσσ FFF  
+⋅⋅+⋅+ 6556
2
555 2 σσσ FF  
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12666 =⋅+ σF                                                                                                              (3.2.7) 
 
A equação 3.2.7 é também conhecida como critério de resistência ou como tensor 
polimonial de resistência para materiais anisotrópicos.  
 
Para um material anisotrópico existem 6 elementos independentes do tensor Fi e 21 
elementos independentes do tensor Fij. Os termos lineares da teoria geral de ruptura para 
materiais anisotrópicos levam em conta as diferenças entre as tensões de tração e de compressão, 
ou seja, considera-se a assimetria de resistência dos materiais. Os termos quadráticos definem, 
para materiais no estado plano de tensões, uma elipsóide no espaço das tensões. Na hipótese 
básica, TSAI e WU (1971) ignoraram termos de ordem superior à quadrática no critério de 
resistência por não serem praticáveis do ponto de vista operacional, pois o número de 
componentes de um tensor de 6a ordem aumenta significativamente se comparado a um tensor de 
4a ordem. Os termos cúbicos, tornam a superfície de ruptura não fechada. 
 
As várias características do critério de resistência proposto por TSAI e WU (1971) são: 
 
1) é uma equação escalar e automaticamente invariante. As interações entre todos os 
componentes de tensões são independentes das propriedades do material. 
2) os componentes de resistência são expressos em um tensor, suas relações de 
transformação e os invariantes associados são bem estabelecidos. 
3) as propriedades de simetria do tensor de resistência e o número de componentes 
nulos e independentes podem ser rigorosamente determinados, da mesma forma que 
outras propriedades dos materiais anisotrópicos, tal como a matriz de elasticidade. 
4) conhecendo as relações de transformação, pode-se facilmente rotacionar os eixos do 
material de Fi para Fi’ e de Fij para Fij’ na equação 3.2.6 que descreve o tensor 
polinomial, ou equivalentemente mudar as tensões aplicadas de iσ  para 'iσ  quando 
se quer estudar as propriedades fora dos eixos principais ou propriedades 
transformadas. A maioria dos critérios existentes é limitada para materiais 
ortotrópicos, e pode somente ser aplicado por transformação das tensões externas 
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para os eixos dos materiais; a rotação dos eixos do material não pode ser feita porque 
as transformações do critério de resistência não são conhecidas. 
5) Sendo invariante, o critério de resistência é válido para todos os sistemas de 
coordenadas. 
 
Embora muitas superfícies possam ser representadas por um polinômio na forma da 
equação 3.2.8, nem todas as superfícies são superfícies de ruptura admissíveis. 
 
1=⋅⋅+⋅ jiijii FF σσσ                                                                                               (3.2.8) 
 
A superfície de ruptura não pode ser imaginária nem ser uma superfície aberta. Para 
satisfazer essas condições algumas restrições para os coeficientes Fi e Fij são necessárias. 
 
Para o estado plano de tensões, observa-se que a superfície de ruptura é tri-dimensional, 
pois há três componentes de tensões independentes, 1σ , 2σ  e 4σ . 
 
A equação 3.2.8, na forma expandida, tem a seguinte forma: 
 
+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅ 422441142112
2
444
2
222
2
111 222 σσσσσσσσσ FFFFFF  
1442211 =⋅+⋅+⋅ σσσ FFF                                                                                        (3.2.9) 
 
Segundo WU (1974), a natureza da superfície, representada pela equação quadrática 
3.2.9, pode ser examinada pela redução da equação para a forma canônica. Através da translação 
e rotação das coordenadas a equação 3.2.9 pode ser expressa em termos de uma das 17 formas 
canônicas.  
 
Das 17 diferentes superfícies que podem ser representadas pela equação 3.2.9, as 
superfícies admissíveis são as que possuem somente uma raiz real para qualquer carregamento. 
Somente duas superfícies admissíveis satisfazem as condições: elipsóide real e parabolóide 
elíptico. As duas superfícies admissíveis podem ser observadas na Figura 3.2.2. 
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σ2
1σ
σ4 4σ
2σ
σ1
(a) (b)
superfície fechada superfície aberta
 
Figura 3.2.2 – Superfícies de ruptura para o estado plano de tensões. 
Fonte: WU (1974), p.358 
 
As direções principais e as restrições dos coeficientes Fi e Fij das duas superfícies podem 
ser obtidas das duas matrizes características da equação 3.2.9: 
 










=
442414
242212
141211
FFF
FFF
FFF
e  , ee =∆  
 












−
=
1222
2
2
2
421
4442414
2242212
1141211
FFF
FFFF
FFFF
FFFF
E , EE =∆  
 
onde e  e E  são os determinantes das matrizes. 
 
As direções principais nm,,l  no espaço plano de tensões ( 1σ , 2σ  e 4σ ) podem ser 
obtidas dos autovalores λ , tais que: 
 
0)( 141211 =⋅+⋅+⋅− nFmFF lλ  
0)( 242212 =⋅+⋅−+⋅ nFmFF λl  
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0)( 442414 =⋅−+⋅+⋅ nFmFF λl                                                                               (3.2.10) 
 
O polinômio característico da equação 3.2.10 pode ser escrito da seguinte forma: 
 
023 =+++ IIIIII λλλ                                                                                             (3.2.11) 
 
onde 
 
442211 FFFI ++=  
2
12
2
24
2
14442244112211 FFFFFFFFFII −−−⋅+⋅+⋅=  
eIII ∆=                                                                                                                    (3.2.12) 
 
As raízes da equação 3.2.11 são 1λ , 2λ  e 4λ  . Através da geometria analítica, pode se 
determinar que para a equação 3.2.9 ser uma superfície de ruptura admissível, tem que apresentar 
as seguintes características: 
 
Elipsóide real:  
[ ]e  3a ordem, [ ]E  4a ordem e 0<∆E , com 1λ , 2λ  e 4λ  com sinais iguais.            (3.2.13) 
 
Parabolóide Elíptico:  
[ ]e  2a ordem, [ ]E  4a ordem e 0<∆E , com 1λ , 2λ  e 4λ  com sinais iguais.            (3.2.14) 
 
A condição de estabilidade, necessária e suficiente, para o critério de ruptura para um 
material de resistência finita é representada pelas condições 3.2.13, enquanto que para um critério 
de ruptura com resistência infinita em uma direção de tensão é representado dela condição 3.2.14. 
 
A condição de estabilidade necessária mais simples pode ser obtida em um plano onde 
uma das tensões é zero ( 0=iσ ).  
 
Para 01 =σ , 02244422 ≥−⋅ FFF  
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Para 02 =σ , 02144411 ≥−⋅ FFF  
Para 04 =σ , 02122211 ≥−⋅ FFF  
 
De um modo geral: 
 
02 ≥−⋅ ijjjii FFF                                                                                                       (3.2.15) 
 
onde Fii representa os termos da diagonal principal. Para ter significado físico, todos os 
termos da diagonal principal devem ser positivos; os termos de fora da diagonal principal podem 
ser negativos ou positivos dependendo da natureza de interação, mas suas magnitudes são 
restringidas pela inequação 3.2.15. Geometricamente esta inequação assegura que a superfície de 
ruptura interceptará cada um dos eixos coordenados de tensões. A forma da superfície será um 
elipsóide, no estado plano de tensões.  Se a inequação 3.2.15 não for respeitada, a superfície de 
ruptura se torna aberta. 
 
Considerando o estado plano de tensões (plano 1-2), a inequação 3.2.15 se divide em 
três condições, de acordo com TSAI e HAHN (1980): 
 
Se 2211122211 FFFFF ⋅<<⋅− , a curva é uma elipse. 
Se 221112 FFF ⋅±=  , as curvas são 2 linhas paralelas. 
Se 221112 FFF ⋅>  ou 221112 FFF ⋅−< , a curva é um hipérbole. 
 
Das várias características apresentadas neste item do capítulo 3, pode-se constatar que a 
teoria geral de resistência de TSAI-WU possui ampla utilização na estimativa de resistência para 
os mais diversos materiais, sejam eles isotrópicos, ortotrópicos ou anisotrópicos, com ou sem 
simetria de resistência. Como se trata de uma formulação tensorial, a relação de transformação 
dos elementos do tensor é facilmente determinada. 
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3.3 APLICAÇÃO DO CRITÉRIO DE RESISTÊNCIA ANISOTRÓPICO PARA 
MATERIAIS ORTOTRÓPICOS. 
 
 
Os materiais ortotropicamente resistentes são os que possuem 3 planos de simetria de 
resistência, perpendicularmente entre si. 
 
Admita-se que esses planos de simetria sejam os planos de referência 12pi , 23pi  e 13pi da 
Figura 3.3.1. Nesta figura são mostrados as tensões nos referidos planos. 
 
3
1
2
pi31
pi12
23pi
21σ
12σ
32σ
σ23
13σ
31σ
2
1
3
12
σ
σ
21
32σ
32σ σ31
σ13
pi12
23pi
13pi
 
FIGURA 3.3.1 – Material de resistência ortótropa. 
Fonte: FUSCO (1993), p.164 
 
Considere o tensor de resistência Fi, cuja matriz é: 
 
[ ]










=
3
52
641
. Fsim
FF
FFF
Fi  
 
Como o plano 13pi  é de simetria, não importa se as  tensões de cisalhamento, 2112 σσ = , 
são positivas ou negativas, Figura 3.3.2, porque em ambos os casos elas produzem os mesmos 
efeitos, correspondem à ações igualmente inclinadas em relação ao plano de simetria. 
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2
1
12 >0σ 12<0σ
 
FIGURA 3.3.2 – Tensões de cisalhamento 
Fonte: FUSCO (1993), p.165 
 
Desse modo, tem-se o coeficiente 0412 == FR . 
De modo análogo, como os planos 12pi  e 23pi  também são de simetria, o tensor Fi fica 
reduzido a seus termos da diagonal principal, ou seja: 
 
[ ]










=
3
2
1
.
0
00
Fsim
F
F
Fi           
                                                                                         
Considere-se agora o tensor Rijkl = Fij. 
 
Observando a Figura 3.3.3 pode se notar que quando se inverte o sentido de qualquer um 
dos eixos 1, 2 ou 3, o sentido da normal externa do elemento em relação a esse eixo não se altera. 
Por esta razão, não se anulam os coeficientes F12, F13 e F23, pois ficam mantidos os sinais do tipo 
2112 σσ ⋅⋅F , 3113 σσ ⋅⋅F  e 3223 σσ ⋅⋅F . 
 
Pelo contrário, quando se consideram os termos jiijF σσ ⋅⋅ em que comparece pelo 
menos uma tensão de cisalhamento, a inversão do sentido positivo de um eixo coordenado altera 
o sinal de duas tensões de cisalhamento, alterando-se o sinal do produto, sem que tenha ocorrido 
qualquer alteração no estado físico do sistema. 
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Admita-se agora, por exemplo, a simetria da resistência em relação ao plano 23pi  , que 
permite a inversão do eixo 1 mostrado na Figura 3.3.3. As tensões 3113 σσ =  e 2112 σσ =  mudam 
de sinal, mas não se alteram os sinais das tensões 3223 σσ = , 11σ  , 22σ  e  33σ . 
 
3
2
σσ23
3
1
σ33
13 σ13σ
111
2
σ23
σ
σ
σ12
12
22
pi23
ijσ
i, j = 1, 2, 3
>0
>0
>0
>0
<0σ12
<013σ
>023σ
 
FIGURA 3.3.3 – Simetria em relação ao plano 23pi . 
Fonte: FUSCO (1993), p.166 
 
A inversão do eixo 1 mostra que devem ser nulos os coeficientes R1112, R1131, R2212, 
R2231, R3312, R3331 ,R1223 e R2331. 
 
Neste caso, com  a simples consideração da simetria de resistência em relação ao plano 
23pi , a matriz Fij ficaria sendo: 
 
[ ]




















=
66
55
4644
3533
252322
15131211
.
0
0
00
00
00
Fsim
F
FF
FF
FFF
FFFF
Fij  
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Note-se que o termo F46 não se anula porque se invertem ambos os sinais de 12σ  e de 
31σ . Considerando-se agora a inversão do eixo 2, anulam-se os termos R1123, R2223, R3323 e R1231, 
obtendo-se então: 
 
[ ]




















=
66
55
44
33
2322
131211
.
0
00
000
000
000
Fsim
F
F
F
FF
FFF
Fij             
                                                        
Observe-se que a inversão do eixo 3 levaria à inversão dos sinais de 3113 σσ =  e 
3223 σσ = , resultando daí a anulação dos mesmos termos já considerados anteriormente. 
 
Para os materiais ortotropicamente resistentes, a condição de ruptura pode ser escrita: 
 
1=⋅⋅+⋅ jiijii FF σσσ                                                                                               (3.3.1) 
com i, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6. 
 
Na equação 3.3.1 existem 3 parâmetros independentes em Fi e 9 parâmetros 
independentes em Fij, sendo: 
 
[ ]










=
3
2
1
.
0
00
Fsim
F
F
Fi                                                                                                (3.3.2) 
 
e 
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[ ]




















=
66
55
44
33
2322
131211
.
0
00
000
000
000
Fsim
F
F
F
FF
FFF
Fij                                                                   (3.3.3) 
 
Na forma expandida, a condição de resistência, equação 3.3.1, pode ser escrita como: 
 
+⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅+⋅ 31132112
2
333
2
222
2
111332211 22 σσσσσσσσσσ FFFFFFFF  
12 2666
2
555
2
4443223 =⋅+⋅+⋅+⋅⋅⋅+ σσσσσ FFFF                                                   (3.3.4) 
 
No estado plano de tensões, e considerando as direções 1 e 2, a equação 3.3.4 se reduz à: 
 
12 24442112
2
222
2
1112211 =⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅ σσσσσσσ FFFFFF                                  (3.3.5) 
 
Com a aplicação do critério de resistência para uma material ortotrópico, o número de 
parâmetros a serem determinados reduz de 21 para 9, no caso do tensor Fij, e reduz de 6 para 3 no 
caso do tensor Fi.  
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3.4 DETERMINAÇÃO DOS PARÂMETROS DE RESISTÊNCIA DO CRITÉRIO 
DE TSAI-WU PARA MATERIAIS ORTOTRÓPICOS. 
 
 
Considere-se agora a determinação dos elementos das matrizes dos tensores de 
resistência Fi e Fij, no caso de materiais ortótropos. 
 
Admita-se de início a realização dos ensaios de tração e de compressão, Figura 3.4.1, 
segundo a direção principal 3. 
 
3σ 1
2
3
ensaio de 
compressãot33 = f
σ
σ3
3 =  -f3
ensaio de 
tração
σ
1
2
c3
σ3
σ3
ft > 0 fc > 0
 
FIGURA 3.4.1 – Ensaio de tração e compressão. 
Fonte: FUSCO (1993), p.168 
 
Aplicando a condição de ruptura, expressão 3.2.6, ao ensaio de tração resulta: 
 
1233333 =⋅+⋅ tt fFfF  
 
e aplicando ao ensaio de compressão tem-se: 
 
1233333 =⋅+⋅− cc fFfF  
 
resolvendo o sistema de equações obtêm-se: 
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33
3
11
ct ff
F −=                                                                                                            
33
33
1
ct ff
F
⋅
=        
                                                                                                      
Realizando os ensaios de tração e de compressão segundo os eixos 1 e 2, obtém-se 
analogamente: 
 
11
1
11
ct ff
F −=                                                                                                             
11
11
1
ct ff
F
⋅
=                                                                                                             
22
2
11
ct ff
F −=                                                                                                           
22
22
1
ct ff
F
⋅
=                                                                                                           
 
Considerando agora o ensaio de cisalhamento simples nas três famílias de planos de 
ortotropia. 
 
1
σ
3
6σ
6
3
2
σ
σ6
6 1
2
ensaio de 
cisalhamento
positivo
ensaio de 
cisalhamento
negativo6 = fσ vp σ6 =- fvn
f vp >0 >0vnf
σ6 σ13 σ31= =
 
FIGURA 3.4.2 – Ensaio de cisalhamento. 
Fonte: FUSCO (1993), p.170 
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Realizando os ensaios de cisalhamento positivo e negativo, Figura 3.4.2, obtém-se: 
 
12
,1366 =⋅ pvfF  
( ) 12
,1366 =−⋅ nvfF  
 
Logo, admitindo-se a simetria na resistência ao cisalhamento, fvp = fvn, tem-se: 
 
2
6,13,13
66
11
vnvpv fff
F =
⋅
=   
                                                                                          
Analogamente: 
 
2
4,12,12
44
11
vnvpv fff
F =
⋅
=                                                                                            
2
5,23,23
55
11
vnvpv fff
F =
⋅
=         
                                                                                   
Na Tabela 3.4.1 pode se observar os valores dos coeficientes Fi (i = 1, 2, 3) e Fii (i = 1 a 
6) do tensor polinomial. 
 
TABELA 3.4.1 – Coeficientes Fi e Fii. 
11
1
11
ct ff
F −=  
22
2
11
ct ff
F −=  
33
3
11
ct ff
F −=  
11
11
1
ct ff
F
⋅
=  
22
22
1
ct ff
F
⋅
=  
33
33
1
ct ff
F
⋅
=  
2
4
44
1
vf
F =  2
5
55
1
vf
F =  2
6
66
1
vf
F =  
 
Para a determinação dos parâmetros F12, F23 e F13, a princípio seria necessário realizar 
ensaios bidimensionais. Assim, considerando-se o parâmetro F13 = F31, das infinitas combinações 
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possíveis de 1σ  e 3σ , considerem-se os casos onde 031 >== tσσ  e 031 <−== pσσ , Figura 
3.4.3 e Figura 3.4.5. 
 
1
3
3σ
1σ
2
σ1 = t
t > o
σ3 = t
τ
IIIσσ =2 σ
σ
= 0
σII=I = t
 
FIGURA 3.4.3 – Ensaio biaxial de tração. 
Fonte: FUSCO (1993), p.171 
 
O valor de t > 0 mede a resistência do material em ensaios bidimensionais com tensões 
1σ  e 3σ   iguais entre si. 
 
A condição de ruptura no ensaio, bidimensional semi-hidrostático de tração, conduz à: 
 
1)2()( 233131131 =⋅+⋅++⋅+ tFFFtFF  
 
que resulta em: 
 
[ ])()(1
2
1
3311
2
31213 FFtFFtt
F +⋅−+⋅−⋅=       
                                                             
Em face da dificuldade da realização dos ensaios bidimensionais, eles podem ser 
substituídos por um ensaio uniaxial diagonal à 45o, como mostrado na Figura 3.4.4 para o caso de 
tensões de tração. 
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1
3
σII = 0
σI = U
σI = U
II = 0σ
1σσ1
σ3
σ3σ6
σ6
6σ
6σ
σ1 = σ3 = σ6 = Ut/2
σσ
3σ
6 6
1σ 1
2
3
τ
IIIσ σII = = 0
σ
σI = Ut
σ6
σ6
σ=1σ =3 Ut/2
/4pi /4pi
t
t
 
FIGURA 3.4.4 – Ensaio uniaxial de tração. 
Fonte: FUSCO (1993), p.172 
 
Neste caso, o verdadeiro estado de tensões, é dado por: 
 
[ ]














=
2
.
00
2
0
2
t
tt
ij
U
sim
UU
σ  
 
Será admitido como equivalente ao estado bidimensional ideal de tração definido por: 
 
[ ]










=
t
t
ij
Usim
U
.
00
00
σ  
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Observa-se que a substituição realizada não é perfeita, tanto do ponto de vista do estado 
de tensões quanto das propriedades de ortotropia. Estes ensaios diagonais podem se justificar 
melhor no caso de materiais transversalmente isótropos. 
 
No estado semi-hidrostático de tração, Figura 3.4.3, tem-se: 
 
tI == σσ 1  
tII == σσ 3  
02 == IIIσσ  
 
E no ensaio de tração diagonal, Figura 3.4.4, tem-se: 
 
tI U=σ  
0== IIIII σσ  
 
Com a presença de 
26
tU
=σ  nos planos de referência, existe neste ensaio um efeito 
“parasitário” de 2
6
66
1
vf
F =  que de fato não deveria existir. 
 
A condição de ruptura no ensaio diagonal simplificado de tração, com  
2631
tU
=== σσσ e 0542 === σσσ   leva a: 
 
1
4
)2(
2
)(
2
6633131131 =⋅++⋅++⋅+
tt UFFFFUFF                                                      (3.4.1) 
 
que resulta em: 
 






++⋅−+⋅−⋅= )(
4
)(
2
12 663311
2
31213 FFF
U
FF
U
U
F tt
t
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





+
⋅
+
⋅
⋅−−+−⋅−⋅= )111(
4
)1111(
2
12 2
63311
2
3311
213
vctct
t
ctct
t
t fffff
U
ffff
U
U
F         
   
IIIσ σII = = -p σ
σI = 0
τ
3 σ
1 = -p
3 = -p
σ
σ
1
3
σ
1
2
p > o
 
FIGURA 3.4.5 – Ensaio biaxial de compressão. 
Fonte: FUSCO (1993), p.171 
 
Os valor de p > 0 mede a resistência do material em ensaios bidimensionais com tensões 
1σ  e 3σ   iguais entre si. 
 
Considerando-se agora o ensaio bidimensional semi-hidrostático de compressão, Figura 
3.4.5, obtém-se: 
 
1)2()( 233131131 =⋅+⋅++⋅+− pFFFpFF  
 
que resulta em: 
 
[ ])()(1
2
1
3311
2
31213 FFpFFpp
F +⋅−+⋅+⋅=  
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σ6
3
σII σ1 σ= 3 6σ= -Up/2=
6
σ3
σ
3
6σ
6σσ1
3σ
1
σ1
IIσ
σ
6σ
3σσ
= -UpσIII 1 =
6
σ
= Iσ = 0
σ σσ3 6
6
2
1
σ1
= -Up
= -Up
τ
IIσ=-Up/2
 
FIGURA 3.4.6 – Ensaio uniaxial de compressão.  
Fonte: FUSCO (1993), p.175 
Realizando-se o ensaio diagonal de compressão, Figura 3.4.6, com 
2631
pU
−=== σσσ  
e 0542 === σσσ , tem-se: 
 
1
4
)2(
2
)(
2
6633131131 =⋅++⋅++⋅+−
pp UFFFF
U
FF                                                  (3.4.2) 
 
logo 








++⋅−+⋅+⋅= )(
4
)(
2
12 663311
2
31213 FFF
U
FF
U
U
F pp
p
                                             








+
⋅
+
⋅
⋅−−+−⋅+⋅= )111(
4
)1111(
2
12 2
63311
2
3311
213
vctct
p
ctct
p
p fffff
U
ffff
U
U
F          
 
A validade desta expressão de F13 pode ser controlada pela verificação da coerência dos 
valores de Ut e Up obtidos nos ensaios diagonais. 
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De fato, considerando as expressões 3.4.1 e 3.4.2: 
 
1
4
)2(
2
)(
2
6633131131 =⋅++⋅++⋅+
tt UFFFFUFF  
1
4
)2(
2
)(
2
6633131131 =⋅++⋅++⋅+−
pp UFFFF
U
FF  
 
Por subtração, obtém-se: 
 
0
44
)2(
22
)(
22
6633131131 =







−⋅++⋅++





+⋅+ ptpt
UU
FFFF
UU
FF                          (3.4.3) 
 
Que resulta em: 
 






−⋅++⋅+−=+
22
)2()( 6633131131 pt
UU
FFFFFF                                                   (3.4.4) 
 
Da expressão 3.4.1, tem-se: 
 
23166331311
4
2
)(1)2(
t
t
U
U
FFFFFF ⋅





⋅+−=++⋅+  
 
Que substituída em 3.4.4 fornece: 








−⋅=+
pt UU
FF 11231  
                                                                                          
Substituindo os valores de F1 e F3 da Tabela 3.4.1, tem-se: 
 






−+





−=








−⋅
3311
1111112
ctctpt ffffUU
                                                                 (3.4.5) 
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A expressão 3.4.5 serve de controle sobre os valores de Ut e Up obtidos nos ensaios 
diagonais. 
 
De maneira análoga, o coeficiente F13 pode ser determinado por meio de ensaios 
diagonais de cisalhamento simples. Na Figura 3.4.7 está representado o ensaio de cisalhamento 
positivo. 
 
3
=3= σ1σ v3
=
σ =III σ3 σI
τ
σ
σ1
1
σ3
1
2
σ1
p
σ1
σ3
-
p-v <0
p>0v
pv=p
-v=
v >0p (positivo)
 
FIGURA 3.4.7 – Ensaio diagonal de cisalhamento positivo. 
Fonte: FUSCO (1993), p.177 
 
Neste caso tem-se: 
 
pv=−= 31 σσ  
06542 ==== σσσσ  
 
E a condição de ruptura é dada por: 
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1)2()( 233131131 =⋅+⋅−+⋅− pp vFFFvFF                                                                  (3.4.6) 
 
Logo 
[ ])()(1
2
1
3311
2
31213 FFvFFvv
F pp
p
+⋅−−⋅−⋅−=   
                                                         
Isto é 
 






⋅
+
⋅
⋅−+−−⋅−⋅−= )11()1111(1
2
1
3311
2
3311
213
ctct
p
ctct
p
p ffff
vffffvvF  
                     
Da mesma forma, realizando o ensaio diagonal de cisalhamento negativo, Figura 3.4.8, 
têm-se: 
n
-v=σIII σ1 = n
σ=- σ1
3
nv3 =
3
v >0 (negativo)
=σI
n
v
σ
σ3 = n
τ
-v <0
nσ
σ
3
>0v
1
1
σ3
1σ
2
1
 
FIGURA 3.4.8 – Ensaio diagonal de cisalhamento negativo. 
Fonte: FUSCO (1993), p.178 
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nv==− 31 σσ  
06542 ==== σσσσ  
1)2()( 233131131 =⋅+⋅−+⋅+− nn vFFFvFF                                                                (3.4.7) 
 
onde 
 
[ ])()(1
2
1
3311
2
31213 FFvFFvv
F nn
n
+⋅−−⋅+⋅−=       
                                              
ou seja: 
 






⋅
+
⋅
⋅−+−−⋅+⋅−= )11()1111(1
2
1
3311
2
3311
213
ctct
n
ctct
n
n
ffffvffffvvF  
                 
Considerando novamente as expressões 3.4.6 e  3.4.7: 
 
1)2()( 233131131 =⋅+⋅−+⋅− pp vFFFvFF  
1)2()( 233131131 =⋅+⋅−+⋅+− nn vFFFvFF  
 
por subtração, obtém-se: 
 
( ) ( ) 0)2()( 2233131131 =−⋅+⋅−++⋅− npnp vvFFFvvFF  
                                               
que resulta em: 
 
( )
np vvFFFFF −⋅+⋅−−=− )2()( 33131131                                                                    (3.4.8) 
 
Da expressão 3.4.6 tem-se: 
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( )
2
31
331311
1)2(
p
p
v
FFv
FFF
−⋅−
=+⋅−  
   
 Que substituída na expressão 3.4.8 fornece: 
 
( ) ( )[ ]31312 1)( FFvvvFFv pnpp −⋅−⋅−−=−⋅ ⋅  
                                                            
Logo 
 
0)( 31 =−⋅⋅−+− FFvvvv pnnp  
                                                                                
Ou seja 
 
np vv
FF 1131 −=−       
                                                                                                 
Que permite o controle sobre os resultados vn e vp dos ensaios diagonais, devendo então 
ser: 
 






−−





−=








−
3311
111111
ctctnp ffffvv
 
                                                                   
Todas estas expressões deduzidas em relação ao plano 13pi  podem ser escritas de forma 
análoga para os planos 12pi  e 23pi . 
 
Os seis casos de combinações de tensões sugeridos por Tsai e Wu (1971) para a 
determinação do coeficiente de interação F12 estão apresentados na Figura 3.4.9. Na Tabela 3.4.2 
mostra-se a expressão de F12 cada um dos seis casos. Cada um dos casos apresenta  121 =σσ . 
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t
caso 1
Ut/2
Ut/2
Ut/2
Ut/2
Ut/2
Ut
caso 3
Ut
=
caso 2
45o
caso 4
o45
=
Up Up
Up/2
Up/2
Up/2
Up/2
Up/2
caso 6
=
caso 5
=
v
t pp
t p
t p
p
nv
vn
nv
vn
nv
vp
pv
vp
pv
o45 45o
 
FIGURA 3.4.9 – Ensaio biaxiais e uniaxiais (casos 1 a 6). 
Fonte: SUHLING (1985), p.67 
 
TABELA 3.4.2 – Coeficiente de interação de tensões F12, usando diferentes  
combinações de tensões de acordo com Tsai e Wu (1971). 
Caso Tensões ( )1221 ,, σσσ  F12 
1 (t, t, 0) [ ])()(1
2
1
2211
2
212 FFtFFtt
+⋅−+⋅−⋅  
2 (-p, -p, 0) [ ])()(1
2
1
2211
2
212 FFpFFpp
+⋅−+⋅+⋅  
3 (Ut/2, Ut/2, Ut/2) 






++⋅−+⋅−⋅ )(
4
)(
2
12 442211
2
212 FFF
UFFU
U
tt
t
 
4 (-Up/2, -Up/2, -Up/2) 








++⋅−+⋅+⋅ )(
4
)(
2
12 442211
2
212 FFF
U
FF
U
U
pp
p
 
5 (vp, -vp, 0) [ ])()(1
2
1
2211
2
212 FFvFFvv ppp
+⋅−−⋅−⋅−  
6 (-vn, vn, 0) [ ])()(1
2
1
2211
2
212 FFvFFvv nnn
+⋅−−⋅+⋅−  
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Testes nos casos 1, 2, 5 e 6 necessitam de equipamentos experimentais caros e 
sofisticados. Já os testes uniaxiais de tração e compressão (casos 3 e 4) são realizados com maior 
facilidade e custo menor. 
 
Na Tabela 3.4.3 mostra-se a expressão de F12 para cada um dos seis casos da Figura 
3.4.9, calculados através da teoria simplificada ( jiijF σσ ⋅⋅ ). Cada um dos casos apresenta  
121 =σσ . 
 
TABELA 3.4.3 – Determinação de F12 de acordo com a teoria do tipo Hill. 
Caso Tensões ( )1221 ,, σσσ  F12 
1 (t, t, 0) 






−−⋅ 2
2
2
1
2
111
2
1
tt fft
 
2 (-p, -p, 0) 






−−⋅ 2
2
2
1
2
111
2
1
cc ffp
 
3 (Ut/2, Ut/2, Ut/2) 






−−−⋅ 2
4
2
2
2
1
2
1114
2
1
vttt fffU
 
4 (-Up/2, -Up/2, -Up/2) 








−−−⋅ 2
4
2
2
2
1
2
1114
2
1
vccp fffU
 
5 (vp,- vp, 0) 








++−⋅ 2
2
2
1
2
111
2
1
ctp ffv
 
6 (-vp, vp, 0) 






++−⋅ 2
2
2
1
2
111
2
1
tcn ffv
 
 
Outros cálculos do coeficiente F12 sugeridos por GOL’DENBLAT-KOPNOV (1965), 
HOFFMAN (1967), COWIN (1979) e LIU (1984) estão listados na Tabela 3.4.4. 
 
Os critérios de resistência de GOL’DENBLAT-KOPNOV (1965) e HOFFMAN (1967) 
estão detalhados no item 1 do capítulo 3. 
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COWIN (1979) escolheu o coeficiente F12 de tal forma que uma fórmula semelhante à 
de Hankinson pudesse ser deduzida a partir da teoria tensorial de TSAI e WU (1971). A escolha 
deste coeficiente garante que a equação 3.2.15 seja satisfeita.  
 
Considerando o critério de geral de resistência, equação 3.3.1, e o estado plano de 
tensões, tem-se: 
 
12 24442112
2
222
2
1112211 =⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅ σσσσσσσ FFFFFF                                  (3.4.9) 
 
Na Figura 3.4.10, observa-se o ensaio uniaxial de tração numa direção inclinada em 
relação aos eixos principais 1-2. As equações que relacionam as tensões dos eixos inclinados com 
as tensões nos eixos principais podem ser observadas nas expressões 3.4.10 a 3.4.12. 
 
σ
θ
1
2
1'
2'
θ
θθσ
 
FIGURA 3.4.10 – Ensaio uniaxial de tração não paralelo às direções principais. 
 
θσσ θ 21 cos⋅=                                                                                                        (3.4.10) 
θσσ θ 22 sen⋅=                                                                                                       (3.4.11) 
θθσσ θ cossen12 ⋅⋅=                                                                                              (3.4.12) 
 
Desprezando-se os termos lineares do critério de resistência e fazendo as devidas 
substituições das equações 3.4.10 a 3.4.12 na equação de resistência para estado plano de tensões, 
tem-se: 
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1sencos)12(sencos 222124224112 =





⋅⋅++⋅+⋅⋅ θθθθσ θ
vf
FFF                              (3.4.13) 
 
Segundo Cowin (1979) se 2221112 2
1
vf
FFF
⋅
−⋅= , a expressão 3.4.13 torna-se: 
 
θθ
σ θ 2
11
2
22
2211
sencos ⋅⋅+⋅⋅
⋅⋅⋅
±=
ctct
ctct
ffff
ffff
                                                            (3.4.14) 
 
A expressão 3.4.14 é semelhante à fórmula de HANKINSON. Portanto o valor adotado 
por COWIN (1979) para o coeficiente de interação é: 
 
2
2211
2221112 2
11
2
1
vctctv ffffff
FFF
⋅
−
⋅⋅⋅
=
⋅
−⋅=  
 
Os coeficientes F12 propostos por HOFFMAN e COWIN não requerem a utilização de 
ensaios biaxiais. 
 
Considere que θσ  seja a resistência em uma direção orientada de um ângulo θ  com 
relação às fibras ou em relação ao eixo 1 do material da Figura 3.4.10. Expressando o tensor de 
resistência com respeito ao sistema de coordenadas 1’2’, obtêm-se: 
 
1'' 21
'
111
'
1 =⋅+⋅ σσ FF  
                                                                                                    
O estado de tensão em relação aos eixos 1’- 2’ é o seguinte: 
 
( ) ( )00',',' 421 θσσσσ =  
 
Substituindo o estado de tensão no critério de resistência, tem-se: 
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12'11
'
1 =⋅+⋅ θθ σσ FF                                                                                                  (3.4.15) 
 
 Utilizando as relações de transformação do tensor de resistência, Tabelas 3.8.2 e 3.8.3, e 
os coeficientes Fi e Fij determinados anteriormente, tem-se: 
 
2
2
1
2
1 ' FnFmF ⋅+⋅=  
44
22
12
22
22
4
11
4
11 2' FnmFnmFnFmF ⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅=  
 
onde: 
 
11
1
11
ct ff
F −= ,     
11
11
1
ct ff
F
⋅
=  
22
2
11
ct ff
F −= ,   
22
22
1
ct ff
F
⋅
=   
244
1
vf
F =  
 
A equação do critério de resistência se reduz à: 
 
+








⋅⋅





+⋅+
⋅
+
⋅
⋅ θθθθσ θ 22212
22
4
11
4
2 cossen
12sencos
vctct f
Fffff  
1sen11cos11 2
22
2
11
=





⋅





−+⋅





−⋅+ θθσ θ
ctct ffff
                                            (3.4.16) 
 
A equação 3.4.16 tem duas raízes para θσ . 
 
A fórmula de Hankinson para compressão é dada por: 
 
θθ
σ θ 2
2
2
1
21
cossen ⋅+⋅
⋅
−=
cc
cc
ff
ff
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A fórmula de Hankinson para tração é: 
 
θθ
σ θ 2
2
2
1
21
cossen ⋅+⋅
⋅
=
tt
tt
ff
ff
 
 
Agrupando as duas formulas de Hankinson em apenas uma expressão, tem-se: 
 
0
cossencossen 22
2
1
21
2
2
2
1
21
=





⋅+⋅
⋅
−⋅





⋅+⋅
⋅
+
θθ
σ
θθ
σ θθ
tt
tt
cc
cc
ff
ff
ff
ff
                  (3.4.17) 
 
Pode ser mostrado por comparação das expressões 3.4.16 e 3.4.17, que as duas equações 
são idênticas se: 
 






−
⋅
+
⋅
⋅= 2
2121
12
111
2
1
vtcct fffff
F  
 
O coeficiente F12 determinado por LIU (1984) é diferente do coeficiente obtido por 
COWIN (1979). Se os termos lineares do tensor polinomial forem desprezados, o coeficiente F12 
de LIU se iguala ao coeficiente de COWIN. 
 
TABELA 3.4.4 – Determinação do coeficiente F12 pela teoria tensorial de acordo alguns 
pesquisadores. 
 F12 
Gold’denblat - Kopnov 








+−+++⋅ 22
22
2
11
)11()11()11(
8
1
vnvpctct ffffff
 
HOFFMAN 
112
1
ct ff ⋅⋅
−  
COWIN 
2
2211 2
11
vctct
fffff ⋅−⋅⋅⋅  
LIU 






−
⋅
+
⋅
⋅ 2
2121
111
2
1
vtcct fffff
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O coeficiente F12 também pode ser determinado em ensaios uniaxiais de tração e de 
compressão em direções ( o900 <<θ ) que não são as direções principais, Figura 3.4.10.  
 
Considere a equação geral de resistência para materiais ortotrópicos e o estado plano de 
tensões: 
 
12 24442112
2
222
2
1112211 =⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅ σσσσσσσ FFFFFF  
                     
Substituindo as equações de transformação de tensão, equações 3.4.10 a 3.4.12, na 
equação geral de resistência, tem-se: 
 












⋅++⋅−





+⋅−





⋅
⋅
⋅
= θ
θ
σ
θθ
σ
θθσ θθθ
2
222
11
44
2
2
2
2
1
22212 cossencossen
1
2
1
tgF
tg
FFFFF  
o900 <<θ  
 
A expressão para o coeficiente F12 foi obtida para o caso de tração uniaxial. Para o caso 
de compressão uniaxial, basta substituir θσ  por θσ−  na expressão acima.Quando o45=θ , o 
coeficiente F12 terá o mesmo valor que os casos 3 e 4 da Tabela 3.4.2. 
 
O coeficiente F12 é o coeficiente do produto de 1σ  e 2σ  na equação 3.3.1 (critério de 
resistência), e deve ser avaliado em testes onde ambas as tensões são diferentes de zero. F12 
caracteriza a interação de resistências das tensões normais 1σ  e 2σ . Seu valor determina a 
inclinação da elipse de ruptura que é descrita num plano onde a tensão de cisalhamento é 
constante, assim como determina o comprimento dos eixos maior e menor da elipse. Já os outros 
coeficientes do tensor polinomial estão relacionados com a interceptação da elipse com os eixos 
coordenados. Portanto o coeficiente F12 determina à eficácia do critério de resistência tensorial.  
 
Neste contexto, diferentes avaliações deste coeficiente foram sugeridas por vários 
autores. Na Tabela 3.4.5 estão apresentadas outras maneiras de se calcular o coeficiente F12, de 
acordo com critérios de resistência baseados na teoria de HILL (1950). Na Tabela 3.4.6 e 3.4.7 
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pode-se observar as várias teorias de resistência apresentadas nos itens 1 a 4 deste capítulo 3 e 
seus respectivos coeficientes de resistência. 
 
TABELA 3.4.5 – Determinação do coeficiente F12 pela teoria do tipo Hill  
de acordo com outros pesquisadores. 
Teoria F12 
TSAI-HILL 
22
1
tf⋅
−  
NORRIS 
212
1
tt ff ⋅⋅
−  
FISCHER 
212 tt ff
K
⋅⋅
−  
ASKENAZY 






−−−⋅ 22
2
2
1
2
1114
2
1
vttt fffU
 
 
Tabela 3.4.6 – Teorias de resistências e seus respectivos coeficientes de interação. 
Teoria Equação F1 F2 F11 
Ashkenazi 1=jiijF σσ  - - 2
1
1
tf
 
Cowin 1=+ jiijii FF σσσ  
11
11
ct ff
−  
22
11
ct ff
−  
11
1
ct ff ⋅
 
Ficher 1=jiijF σσ  - - 2
1
1
tf
 
Gol’denblat 1=+ jiijii FF σσσ  





−⋅
11
112
ct ff
 





−⋅
22
112
ct ff
 
2
11
11
4
1






+⋅
ct ff
 
Hoffman 1=+ jiijii FF σσσ  
11
11
ct ff
−  
22
11
ct ff
−  2
1
1
tf
 
Norris 1=jiijF σσ  - - 2
1
1
tf
 
Tsai-Hill 1=jiijF σσ  - - 2
1
1
tf
 
Tsai-Wu 1=+ jiijii FF σσσ  
11
11
ct ff
−  
22
11
ct ff
−  
11
1
ct ff ⋅
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Tabela 3.4.7 – Teorias de resistências e seus respectivos coeficientes de interação. 
Teoria Equação F22 F12 
Ashkenazi 1=jiijF σσ  2
2
1
tf
 





−−−⋅ 22
2
2
1
2
1114
2
1
vttt fffU
 
Cowin 1=+ jiijii FF σσσ  
22
1
ct ff ⋅
 22211 2
1
vf
FF
⋅
−⋅  
Ficher 1=jiijF σσ  2
2
1
tf
 
ct ff
K
⋅⋅
−
2
 
Gol’denblat 1=+ jiijii FF σσσ  
2
22
11
4
1






+⋅
ct ff
 
( )
















+−+⋅⋅
2
2211
114
8
1
vnvp ff
FF  
Hoffman 1=+ jiijii FF σσσ  2
2
1
tf
 
ct ff ⋅⋅
−
2
1
 
Norris 1=jiijF σσ  2
2
1
tf
 
212
1
tt ff ⋅⋅
−  
Tsai-Hill 1=jiijF σσ  2
2
1
tf
 22
1
tf⋅
−  
Tsai-Wu 1=+ jiijii FF σσσ  
22
1
ct ff ⋅
 
2211 FF ⋅±≤  
 
Pode-se observar neste item, que de todos os parâmetros de resistência do critério de 
TSAI-WU, os únicos que não apresentam uma expressão geral são os coeficientes de interação 
(F12, F13 e F23). Os demais parâmetros podem ser estimados através de ensaios uniaxiais de 
tração, compressão e cisalhamento. O coeficiente de interação Fij é o ponto crítico da teoria geral 
de TSAI-WU. Há varias expressões sugeridas por vários pesquisadores baseadas em 
comparações com ensaios de laboratório. Para que o critério apresente uma superfície fechada é 
necessário que seja respeitada a condição de estabilidade: jjiiij FFF ⋅±≤ , portanto é necessário 
aplicar o critério utilizando vários valores do coeficiente e adotar o que mais se aproxima dos 
dados dos ensaios. 
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3.5 MATERIAIS TRANSVERSALMENTE ISOTRÓPICOS 
 
 
Os materiais transversalmente isotrópicos são os que apresentam um plano de simetria 
dentro do qual as direções são materialmente equivalentes. 
 
σ3
1 (T)
σ1
2 (T)
2σ
3 (L)
plano transversal
isotrópico
direção 
longitudinal
12pi
 
FIGURA 3.5.1 – Material transversalmente isotrópico. 
Fonte: FUSCO (1993), p. 181 
 
Nesse caso, admitindo-se que o plano de simetria isotrópica seja 12pi , Figura 3.5.1, a 
matriz do tensor Fi fica reduzida a:  
 
[ ]










=










=
L
T
T
i
Fsim
F
F
Fsim
F
F
F
.
0
00
.
0
00
3
2
1
 
 
onde F3 = FL é referido à direção longitudinal e F1 = F2 = FT é referido a qualquer direção do 
plano transversal de isotropia. 
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2
1
3
σ33
13σ
11σ23
σ
22σ
σ12σ32 21σ
31σ
1
5
σ
3
3σ
σ
σ5
6σ6
4
4σ
σ
1σ
σ
2
2
 
FIGURA 3.5.2 – Estado de tensão. 
Fonte: FUSCO (1993), p. 182 
 
Considerando a Figura 3.5.2, a matriz do tensor Fij fica reduzida como se indica a seguir: 
 
[ ]




















=




















=
TL
TL
TT
LL
TLTT
TLTTTT
ij
Qsim
Q
Q
N
FN
FFN
Fsim
F
F
F
FF
FFF
F
.
0
00
000
000
000
.
0
00
000
000
000
66
55
44
33
2322
131211
 
 
onde NTT, NLL, FTT e FTL correspondem a tensões normais e QTT e QTL a tensões tangenciais. 
 
Neste caso de material transversalmente isotrópico, a condição geral de resistência pode 
ser escrita da seguinte forma: 
 
+⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅ 3121
2
1321 22 σσσσσσσσ TLTTTTLTT FFNFFF  
12 26
2
5
2
4
2
332
2
2 =⋅+⋅+⋅+⋅+⋅⋅+⋅+ σσσσσσσ TLTLTTLLTLTT QQQNFN  
 
onde: 
 
cTtT
T ffF
11
−=  com ft > 0 e fc > 0 
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cLtL
L ffF
11
−=  
 
cTtT
TT ffN ⋅=
1
 
 
cLtL
LL ffN ⋅=
1
 
 
2
1
vTT
TT fQ =   (cisalhamento no plano transversal de isotropia) 
 
2
1
vTL
TL fQ =   (cisalhamento no plano longitudinal) 
 
O coeficiente FTT pode ser determinado em função da isotropia transversal e o 
coeficiente FTL pelos ensaios uniaxiais diagonais vistos para o caso geral de ortotropia. 
 
Observe que, no caso de material transversalmente isotrópico, existe uma relação entre 
os termos das matrizes Fi e Fij, pois os dois estados de tensão mostrados na Figura 3.5.3 
produzem os mesmo efeitos, em virtude da isotropia transversal. 
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3 (L)
4σ
1 (T)
4σ
2 (T)
σy = −σx 4= −σ
yσ
σx
xσ = σ4
σ
σ4
4
σ4
1 (T)
4σ
2 (T)
y (T) x (T)
 
FIGURA 3.5.3 – Ensaio de cisalhamento em materiais transversalmente isotrópicos. 
Fonte: FUSCO (1993), p. 184 
 
Neste caso, tomando-se o elemento referido ao sistema O123, têm-se: 
 
1=⋅⋅+⋅ jiijii FF σσσ  
 
sendo 
 
[ ]Ti 00000 4σσ =  
 
que resulta em: 
 
12444 =⋅σQ  
 
logo 
 
124 =⋅σTTQ                                                                                                        (3.5.1) 
 83 
 
Considerando-se agora o elemento referido ao sistema Oxy3, este mesmo estado de 
tensão é representado por: 
 
[ ]Txxij 0000σσσ −=  
 
A condição de ruptura é dada por: 
 
12 222 =⋅+⋅⋅−⋅+⋅−⋅ xTTxTTxTTxTxT NFNFF σσσσσ  
 
ou seja 
 
( ) 12 2 =⋅−⋅ xTTTT FN σ                                                                                                 (3.5.2) 
 
Como 4σσ =x , das equações 3.5.1 e 3.5.2 resulta: 
 
( )TTTTTT FNQ −⋅= 2  
 
ou 
 
2
TT
TTTT
QNF −=                                                                                                        (3.5.3) 
 
Para os materiais transversalmente isotrópicos existem dois parâmetros (FT e FL) 
independentes em Fi e dos seis parâmetros em Fij (NTT, NLL, FTT, FTL, QTT e QTL), apenas cinco 
deles são independentes, em virtude da equação 3.5.3. 
 
Realizando o ensaio de tração diagonal no plano TLpipi =13  obtém-se: 
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





++⋅−+⋅−⋅= )(
4
)(
2
12
2
2 TLLLTT
t
LT
t
t
TL QNN
U
FF
U
U
F  
 
ou seja: 
 






+
⋅
+
⋅
⋅−−+−⋅−⋅= )111(
4
)1111(
2
12 2
2
2
vTLcLtLcTtT
t
cLtLcTtT
t
t
TL fffff
U
ffff
U
U
F  
 
Da mesma forma, o ensaio diagonal de compressão no plano TLpi  fornece: 
 








++⋅−+⋅+⋅= )(
4
)(
2
12
2
2 TLLLTT
p
LT
p
p
TL QNN
U
FF
U
U
F  
 








+
⋅
+
⋅
⋅−−+−⋅+⋅= )111(
4
)1111(
2
12 2
2
2
vTLcLtLcTtT
p
cLtLcTtT
p
p
TL fffff
U
ffff
U
U
F  
 
Existindo a condição de controle dada por: 
 








−⋅=+
pt
LT UU
FF 112  
 
ou seja: 
 






−+





−=








−⋅
cLtLcTtTpt ffffUU
1111112  
 
Realizando-se os ensaios diagonais de cisalhamento no plano TLpi , obtém-se para o 
cisalhamento positivo a seguinte expressão: 
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[ ])()(1
2
1 2
2 LLTTpLTp
p
TL NNvFFv
v
F +⋅−−⋅−⋅−=  
 






⋅
+
⋅
⋅−+−−⋅−⋅−= )11()1111(1
2
1 2
2
cLtLcTtT
p
cLtLcTtT
p
p
TL ffffvffffvvF  
 
e para o ensaio de cisalhamento negativo, obtém-se: 
 
[ ])()(1
2
1 2
2 LLTTnLTn
n
TL NNvFFv
v
F +⋅−−⋅+⋅−=  
 






⋅
+
⋅
⋅−+−−⋅+⋅−= )11()1111(1
2
1 2
2
cLtLcTtT
n
cLtLcTtT
n
n
TL ffffvffffvvF  
 
com a condição de controle dada por: 
 
np
LT
vv
FF 11 −=−  
 
ou seja, 
 






−−





−=−
cLtLcTtTnp ffffvv
111111
 
 
 
3.6 MATERIAIS ISOTRÓPICOS ASSIMÉTRICOS 
 
 
No caso de um material isotrópico, todas as direções têm iguais propriedades materiais, 
portanto os tensores Fi e Fij apresentam as seguintes formas: 
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[ ]










=










=
Fsim
F
F
Fsim
F
F
Fi
.
0
00
.
0
00
3
2
1
 
 
[ ]




















=




















=
Qsim
Q
Q
N
NN
NNN
Fsim
F
F
F
FF
FFF
F L
LLL
LLLLL
ij
.
0
00
000
000
000
.
0
00
000
000
000
66
55
44
33
2322
131211
 
 
onde 
 
ct ff
F 11 −= ,   
ct
L ffN ⋅=
1
,   2
1
vf
Q = ,  
2
QNN LLL −=  
 
Neste caso existem três parâmetros independentes (F, NL e Q) e a condição de ruptura 
apresenta a seguinte forma: 
 
( ) ( ) ( )+⋅+⋅+⋅⋅⋅+++⋅+++⋅ 323121232221321 2 σσσσσσσσσσσσ LLL NNF  
( ) 1262524 =++⋅+ σσσQ  
 
Observa-se que um possível exemplo deste material seria o concreto. 
 
 
3.7 MATERIAL ISOTRÓPICO SIMÉTRICO 
 
 
Neste caso, tem-se: 
 
ytc fff ==  
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011 =−=
ct ff
F  
2
11
yct
L fffN =⋅=  
2
1
vf
Q =  
22 2
11
2 vy
LLL ff
QNN
⋅
−=−=  
 
Os tensores Fi e Fij apresentam as seguintes formas: 
 
[ ] [ ]0
0.
00
000
.
0
00
3
2
1
=










=










=
simFsim
F
F
Fi  
 
[ ]












































⋅
−








⋅
−








⋅
−
=
2
2
2
2
222
22222
1
.
01
001
0001
000
2
111
000
2
11
2
111
v
v
v
y
vyy
vyvyy
ij
fsim
f
f
f
fff
fffff
F  
 
com apenas dois parâmetros independentes. 
 
Se o modo de ruptura do material for independente das tensões hidrostáticas, têm-se as 
seguintes relações: 
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( ) ( ) 1)(2 262524323121232221 =++⋅+⋅+⋅+⋅⋅⋅+++⋅ σσσσσσσσσσσσ QNN LLL  
 
0222
)(
321
1
=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=
∂
+∂
σσσ
σ LLLLL
iji NNN
FF
 
 
0222 =⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅ pLLpLLpL NNN σσσ  
 
Simplificando a equação acima, tem-se: 
 
02 =⋅+ LLL NN  
 
2
L
LL
NN −=  
2
QNN LLL −=  
 
22
QNN LL −+=−  
 
LNQ ⋅= 3  
 
Para materiais isotrópicos simétricos com incompressibilidade plástica e independente 
da pressão hidrostática, os tensores Fi e Fij apresentam as seguintes formas: 
 
[ ] [ ]0
0.
00
000
.
0
00
3
2
1
=










=










=
simFsim
F
F
Fi  
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[ ]




















−
−−
⋅=
3.
03
003
0001
0002/11
0002/12/11
1
2
sim
fF yij
 
 
O critério acima é o critério de Von Mises. Esse critério é de aplicação para o aço. 
 
Nos itens 2, 3, 5, 6 e 7 do capítulo 3, pode-se concluir que o critério de TSAI-WU pode 
ser aplicado para materiais anisotrópicos, ortotrópicos, transversalmente isotrópicos, isotrópicos 
assimétricos, isotrópicos simétricos e isotrópicos simétricos com ruptura independente da tensão 
hidrostática. Portanto pode ser aplicado na estimativa de resistência de materiais como 
compósitos, madeira, concreto e aço. 
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3.8 LEIS DE TRANSFORMAÇÃO PARA OS PARÂMETROS DE 
RESISTÊNCIA E PARÂMETROS DE DEFORMAÇÃO. 
 
 
Pode-se expressar os parâmetros de resistência F’i e F’ij nos eixos que não são os eixos 
principais em termos dos parâmetros de resistência Fi e Fij dos eixos principais. 
 
Para eixos principais o critério geral de ruptura é dado pela seguinte expressão: 
 
11 =⋅⋅+⋅ jiiji FF σσσ  com i, j =1 a 6                                                                       (3.8.1) 
 
Para eixos inclinados de um ângulo θ  em relação aos eixos principais pode-se utilizar a 
seguinte expressão: 
 
1''''' 1 =⋅⋅+⋅ jiiji FF σσσ  com i, j =1 a 6                                                                         (3.8.2) 
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θ
2'
1
2
1'
>0
2
1
1σ
2σ
4σ
1'
1σ
4σ
2' σ2
eixos principais (1-2) eixos inclinados (1'-2')
'
'
'
(sentido anti-horário)θ>0
 
FIGURA 3.8.1 – Transformação de tensões. 
 
Outra maneira é transformar as tensões dos eixos inclinados em tensões dos eixos 
principais e substituir na equação 3.8.1. A Figura 3.8.1 representa o estado de tensão em relação 
aos eixos principais e inclinados. 
 
As tensões 421 ,, σσσ , dos eixos principais, em função dos tensões ',',' 421 σσσ , de fora 
dos eixos principais estão expressas na Tabela 3.8.1. 
 
TABELA 3.8.1 – Leis da transformação de tensões. 
 '1σ  '2σ  '4σ  
1σ  
2
m  
2
n  nm ⋅⋅2  
2σ  
2
n  
2
m  nm ⋅⋅− 2  
4σ  nm ⋅−  nm ⋅  
22
nm −  
θcos=m , θsen=n  
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Segue da Tabela 3.8.1 as seguintes expressões: 
 
'2'' 42
2
1
2
1 σσσσ ⋅⋅⋅+⋅+⋅= nmnm                                                                              (3.8.1) 
'2'' 42
2
1
2
2 σσσσ ⋅⋅⋅−⋅+⋅= nmmn                                                                             (3.8.2) 
( ) ''' 422214 σσσσ ⋅−+⋅⋅+⋅⋅−= nmnmnm                                                                  (3.8.3) 
 
Considerando a equação geral de resistência para materiais ortotrópicos, no estado plano 
de tensões, tem-se: 
 
12 24442112
2
222
2
1112211 =⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅ σσσσσσσ FFFFFF                                (3.8.4) 
 
Substituindo as equações 3.8.1 a 3.8.3 na equação 3.8.4, obtém-se: 
 
( )+⋅⋅⋅+⋅+⋅⋅ '2'' 422121 σσσ nmnmF  
( )+⋅⋅⋅−⋅+⋅⋅+ '2'' 422122 σσσ nmmnF  
( ) +⋅⋅⋅+⋅+⋅⋅+ 24221211 '2'' σσσ nmnmF  
( ) +⋅⋅⋅−⋅+⋅⋅+ 24221222 '2'' σσσ nmmnF  
( ) ( )+⋅⋅⋅−⋅+⋅⋅⋅⋅⋅+⋅+⋅⋅⋅+ '2'''2''2 422124221212 σσσσσσ nmmnnmnmF  
( )( ) 1''' 24222144 =⋅−+⋅⋅+⋅⋅−⋅+ σσσ nmnmnmF                                                      (3.8.5) 
 
Rearranjando a expressão 3.8.5, obtém-se: 
 
( ) ( ) 1'2...'2 4212144221222224114 =⋅−⋅++⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅ σσ FFmnFnmFnmFnFm  
 
onde: 
44
22
12
22
22
4
11
4
11 2' FnmFnmFnFmF ⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅=  
44
22
12
22
22
4
11
4
22 2' FnmFnmFmFnF ⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅=  
44
22
12
44
22
22
11
22
12 )(' FnmFnmFnmFnmF ⋅⋅−⋅++⋅⋅+⋅⋅=  
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44
222
12
22
22
22
11
22
44 )(844' FnmFnmFnmFnmF ⋅−+⋅⋅⋅−⋅⋅⋅+⋅⋅⋅=  
44
33
12
33
22
3
11
3
14 )()(222' FnmnmFnmnmFnmFnmF ⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅⋅⋅=  
44
33
12
33
22
3
11
3
24 )()(222' FnmnmFnmnmFnmFnmF ⋅⋅−⋅+⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅⋅−⋅⋅⋅=  
2
2
1
2
1 ' FnFmF ⋅+⋅=  
2
2
1
2
2 ' FmFnF ⋅+⋅=  
( )214 2' FFnmF −⋅⋅⋅=  
 
TABELA 3.8.2 – Leis da transformação dos parâmetros de resistência (termos quadráticos). 
 F11 F22 F12 F44 
F’11 4m  4n  222 nm ⋅⋅  22 nm ⋅  
F’22 4n  4m  222 nm ⋅⋅  22 nm ⋅  
F’12 22 nm ⋅  22 nm ⋅  44 nm +  22 nm ⋅−  
F’44 224 nm ⋅⋅  224 nm ⋅⋅  228 nm ⋅⋅−  ( )222 nm −  
F’14 nm ⋅⋅ 32  32 nm ⋅⋅−  )(2 33 nmnm ⋅−⋅⋅  nmnm ⋅−⋅ 33  
F’24 32 nm ⋅⋅  nm ⋅⋅− 32  )(2 33 nmnm ⋅−⋅⋅  33 nmnm ⋅−⋅  
θcos=m , θsen=n  
 
Os coeficientes F’ij (termos quadráticos) estão representados na Tabela 3.8.2 e os 
coeficientes F’i (termos lineares) na Tabela 3.8.3. 
 
TABELA 3.8.3 – Leis da transformação dos parâmetros de resistência (termos lineares). 
 F1 F2 
F’1 2m  2n  
F’2 2n  2m  
F’4 nm ⋅⋅2  nm ⋅⋅− 2  
θcos=m , θsen=n  
 
Similarmente, pode-se deduzir as mesmas equações em termos de funções de ângulos 
duplos e quádruplos. 
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( )θθ 4cos2cos43
8
14 +⋅+⋅=m  
( )θθ 4sen2sen2
8
13 +⋅⋅=⋅ nm  
( )θ4cos1
8
122
−⋅=⋅ nm  
( )θθ 4sen2sen2
8
13
−⋅⋅=⋅ nm  
( )θθ 4cos2cos43
8
14 +⋅−⋅=n  
θ2cos2/12/12 ⋅+=m  
θ2cos2/12/12 ⋅−=n  
θ2cos22 =− nm  
θ2sen2 =⋅⋅ nm  
 
(F11)   
44
22
12
22
22
4
11
4
11 2' FnmFnmFnFmF ⋅+⋅+⋅+⋅=  
+⋅+−⋅+⋅++⋅= 221111 )4cos2cos43(8/1)4coscos43(8/1' FFF θθθθ  
4412 )4cos1(8/1)4cos22(8/1 FF ⋅−⋅+⋅−⋅+ θθ  
+−⋅⋅++⋅+⋅+⋅⋅= )(2cos2/1)233(8/1' 22114412221111 FFFFFFF θ  
)2(4cos8/1 44122211 FFFF −⋅−+⋅⋅+ θ  
 
(F22)   
44
22
12
22
22
4
11
4
22 2' FnmFnmFmFnF ⋅+⋅+⋅+⋅=  
+⋅++⋅+⋅+−⋅= 221122 )4cos2cos43(8/1)4coscos43(8/1' FFF θθθθ  
4412 )4cos1(8/1)4cos22(8/1 FF ⋅−⋅+⋅−⋅+ θθ  
+−⋅⋅−+⋅+⋅+⋅⋅= )(2cos2/1)233(8/1' 22114412221111 FFFFFFF θ  
)2(4cos8/1 44122211 FFFF −⋅−+⋅⋅+ θ  
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(F12)   
4412221112 )4cos1(8/1)4cos26(8/1)()4cos1(8/1' FFFFF ⋅−⋅−⋅⋅+⋅++⋅−⋅= θθθ  
)2(4cos8/1)6(8/1' 441222114412221112 FFFFFFFFF +⋅+−−⋅⋅+−⋅++⋅= θ  
 
(F44)   
+⋅⋅+−⋅++⋅⋅−⋅= 12221144 )4cos88(8/1)()4cos44(8/1' FFFF θθ  
4444 )4cos22(8/1)4cos26(8/1 FF ⋅⋅+−⋅+⋅⋅+⋅+ θθ  
)2(4cos8/1)2(4/1' 441222114412221144 FFFFFFFFF −⋅−+⋅⋅++⋅−+⋅= θ  
 
(F14)   
4412221114 )4sen2(8/1)4sen4(8/1)()4cos22sen4(8/1' FFFFF ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+−⋅⋅−⋅⋅= θθθθ  
)2(4cos8/12)(2cos2/1' 44122211221114 FFFFFFF −⋅−+⋅⋅⋅+−⋅⋅= θθ  
 
(F24)   
4412221124 )4sen2(8/1)4sen4(8/1)()4cos22sen4(8/1' FFFFF ⋅⋅⋅+⋅⋅⋅++−⋅⋅−⋅⋅= θθθθ
 
)2(4cos8/12)(2cos2/1' 44122211221124 FFFFFFF −⋅−+⋅⋅⋅−−⋅⋅= θθ  
 
Adotando os valores abaixo, de acordo com TSAI e HAHN (1980), tem-se: 
 
( )441222111 2338
1 FFFFU +⋅+⋅+⋅⋅=  (Invariante) 
( )22112 2
1 FFU −⋅=  
( )441222113 28
1 FFFFU −⋅−+⋅=  
( )441222114 68
1 FFFFU −⋅++⋅=  (Invariante) 
( )441222115 22
1 FFFFU +⋅−+⋅=  (Invariante) 
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Apenas dois dos três invariantes são independentes. 
 
( )415 2 UUU −⋅=  
 
Os resultados do parâmetro de resistência F’ podem ser observados na Tabela 3.8.4. 
 
Adotando o mesmo procedimento para os parâmetros lineares, tem-se: 
 
(F1) 
211 2cos2/12/12cos2/12/1' FFF ⋅⋅−+⋅⋅+= θθ  
)(2cos2/1)(2/1' 21211 FFFFF −⋅⋅++⋅= θ  
 
(F2) 
212 2cos2/12/12cos2/12/1' FFF ⋅⋅++⋅⋅−= θθ  
)(2cos2/1)(2/1' 21212 FFFFF −⋅⋅−+⋅= θ  
 
(F4) 
)(2sen' 214 FFF −⋅= θ  
 
Adotando ( )212
1 FFp +⋅=  e ( )212
1 FFq −⋅= , tem-se: 
 
θ2cos'1 ⋅+= qpF  
θ2cos'2 ⋅−= qpF  
θ2sen2'4 ⋅⋅= qF  
 
Os resultados do parâmetro de resistência F’ podem ser observados na Tabela 3.8.5. 
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TABELA 3.8.4 – Leis da transformação dos parâmetros de resistência (termos quadráticos). 
  U2 U3 
F’11 U1 θ2cos  θ4cos  
F’22 U1 θ2cos−  θ4cos  
F’12 U4 - θ4cos−  
F’44 U5 - θ4cos4 ⋅−  
F’14 - θ2sen  θ4sen2  
F’24 - θ2sen  θ4sen2−  
 
TABELA 3.8.5 – Leis da transformação dos parâmetros de resistência (termos lineares). 
 p q 
F’1 1 θ2cos  
F’2 1 θ2cos−  
F’4 - θ2sen2  
 
Pode-se deduzir o tensor de deformação a partir do tensor das tensões, considerando que 
os parâmetros de deformação Gi e Gij são transformações lineares dos parâmetros de resistência. 
 
1=⋅⋅+⋅ jiijii FF σσσ  (tensor das tensões) 
 
ifikijkf QQFG ⋅⋅=  
ijij QFG ⋅=  
1=⋅⋅+⋅⋅⋅⋅ jijifkjfikij QFQQF εεε  
 
Na Tabela 3.8.6 pode-se observar a relação entre tensões x deformações. 
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TABELA 3.8.6 – Relação entre tensão x deformação. 
 1ε  2ε  4ε  
1σ  11Q  12Q  - 
2σ  12Q  22Q  - 
4σ  - - 44Q  
 
onde: 
111 EaQ ⋅=  
222 EaQ ⋅=  
122112 EaEaQ ⋅⋅=⋅⋅= νν  
444 EQ =  
1
2211
2
121
−






⋅
−= QQ
Q
a  
 
O critério de ruptura em termos das deformações é: 
 
1=⋅⋅+⋅ jkkjkk GG εεε  (tensor das deformações) 
 
Expandindo a equação acima, tem-se: 
 
12 24442112
2
222
2
1112211 =⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅ εεεεεεε GGGGGG  
 
onde 
2
1222121112
2
111111 2 QFQQFQFG ⋅+⋅⋅⋅+⋅=  
2
2222221212
2
121122 2 QFQQFQFG ⋅+⋅⋅⋅+⋅=  
( ) 12222221222111212111112 QQFQQQFQQFG ⋅⋅++⋅⋅+⋅⋅=  
( )2442444444 / vfQQFG =⋅=  
1221111 QFQFG ⋅+⋅=  
2221212 QFQFG ⋅+⋅=  
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As equações acima são adimensionais. Esta representação tem muitas vantagens, que 
inclui a generalização da equação em todas as dimensões físicas. 
 
Os resultados do parâmetro de deformação G’ podem ser observados nas Tabelas 3.8.7 e 
3.8.8. 
 
TABELA 3.8.7 – Leis da transformação dos parâmetros de deformação (termos quadráticos). 
 G11 G22 G12 G44 
G’11 4m  4n  222 nm ⋅⋅  224 nm ⋅⋅  
G’22 4n  4m  222 nm ⋅⋅  224 nm ⋅⋅  
G’12 22 nm ⋅  22 nm ⋅  44 nm +  224 nm ⋅⋅−  
G’44 22 nm ⋅  22 nm ⋅  222 nm ⋅⋅−  ( )222 nm −  
G’14 nm ⋅3  3nm ⋅−  nmnm ⋅−⋅ 33  ( )nmnm ⋅−⋅⋅ 332  
G’24 3nm ⋅  nm ⋅− 3  33 nmnm ⋅−⋅  ( )332 nmnm ⋅−⋅⋅  
θcos=m , θsen=n  
 
TABELA 3.8.8 – Leis da transformação dos parâmetros de deformação (termos lineares). 
 G1 G2 
G’1 2m  2n  
G’2 2n  2m  
G’4 nm ⋅  nm ⋅−  
θcos=m , θsen=n  
 
Similarmente, pode-se deduzir as mesmas equações dos parâmetros de deformação em 
termos de funções de ângulos duplos e quádruplos. Os resultados dos parâmetros de deformação 
G’ podem ser observados nas Tabelas 3.8.9 e 3.8.10. 
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TABELA 3.8.9 – Leis da transformação dos parâmetros de deformação (termos quadráticos). 
  U2 U3 
G’11 U1 θ2cos  θ4cos  
G’22 U1 θ2cos−  θ4cos  
G’12 U4 - θ4cos−  
G’44 U5 - θ4cos−  
G’14 - θ2sen21 ⋅  θ4sen  
G’24 - θ2sen21 ⋅  θ4sen−  
 
TABELA 3.8.10 – Leis da transformação dos parâmetros de deformação (termos lineares). 
 p q 
G’1 1 θ2cos  
G’2 1 θ2cos−  
G’4 - θ2sen  
 
onde ( )212
1 GGp +⋅=  e ( )212
1 GGq −⋅=  
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3.9 EXEMPLOS DE APLICAÇÃO DA TEORIA DE TSAI-WU 
 
 
Neste item do capítulo 3, pode se observar uma aplicação do critério de TSAI-WU 
(1971) em estimativas de resistências aplicadas à madeira e ao papelão, assim como um exemplo 
de determinação de uma superfície de ruptura com os dados da madeira da espécie “Sitka 
spruce”. 
 
HASEBE & USUKI (1989) aplicaram a teoria geral de resistência para materiais 
anisotrópicos como a madeira. 
 
Para o estado plano de tensões, e considerando a direção 1 como direção paralela às 
fibras da madeira e a direção 2 como perpendicular às fibras, têm-se: 
 
12 24442112
2
222
2
1112211 =⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅ σσσσσσσ FFFFFF                                  (3.9.1) 
 
Como a influência da tensão ( 2σ ), na direção perpendicular às fibras, é pequena, pode 
ser desprezada. Desse modo a expressão 3.9.1 se reduz a forma: 
 
12444
2
11111 =⋅+⋅+⋅ σσσ FFF                                                                                     (3.9.2) 
 
Onde: 
11
1
11
ct ff
F −=  
11
11
1
ct ff
F
⋅
=  
2
4
44
1
vf
F =  
 
A madeira utilizada foi o “Japanese Cedar” e foram realizados ensaios uniaxiais de 
tração, compressão e cisalhamento em corpos-de-prova. Com os resultados dos ensaios foram 
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determinados os coeficientes da equação 3.9.2 e foram construídas as superfícies de ruptura, que 
podem ser observadas na Figura 3.9.1. 
 
 
FIGURA 3.9.1 – Critério de ruptura da madeira (“Japanese Cedar”). 
Fonte: HASEBE & USUKI (1989), p.871 
 
SUHLING (1985) realizou ensaios biaxiais no papelão e comparou os resultados com a 
teoria geral de ruptura de TSAI-WU. Na Tabela 3.9.1 estão os resultados das propriedades 
mecânicas do material.  
 
TABELA 3.9.1 – Propriedades mecânicas do papelão. 
Propriedades Valores (MPa) 
0tf  55,90 
90tf  20,50 
0cf  30,80 
90cf  12,70 
vf  16,60 
 
Com os resultados da Tabela 3.9.1 foram calculados os parâmetros do critério de 
resistência. O coeficiente F12 foi determinado de acordo com os limites abaixo: 
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2211122211 FFFFF ⋅≤≤⋅−  
24
12
24 10151015 −−−− ⋅≤≤⋅− MPaFMPa  
 
Na Figura 3.9.2 pode se observar várias curvas de ruptura calculadas com diferentes 
valores do coeficiente F12, todos os valores de F12 estão dentro dos limites. Os resultados foram 
comparados com ensaios experimentais, representados no gráfico por pontos. 
 
 
FIGURA 3.9.2 – Critério de ruptura para papelão. 
Fonte: SUHLING (1985), p.98 
 
Na Figura 3.9.2 pode se observar o quanto o coeficiente F12 tem influência na 
determinação da superfície de ruptura. Apenas no terceiro quadrante (compressão biaxial) não há 
variação significativa. A maior variação ocorre no primeiro quadrante (tração biaxial). Isto indica 
a importância do coeficiente na determinação da superfície de ruptura do material. No primeiro 
quadrante dependendo do valor de F12, os dados experimentais ficam foram da curva. 
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Os valores utilizados acima são apenas uma pequena faixa dos valores possíveis do 
coeficiente F12, isto demonstra a grande sensibilidade do critério de resistência quando utilizado 
na comparação com ensaios biaxiais. 
 
LIU (1984) utilizou-se dos valores tabelados das propriedades mecânicas da madeira 
“Sitka spruce”, Tabela 3.9.2, para determinar os parâmetros de resistência, Tabela 3.9.3, do 
tensor polinomial de TSAI & WU. O parâmetro F12 deve estar contido entre uma determinada 
faixa de valores, conforme visto em capítulos anteriores: 
2211122211 FFFFF ⋅≤≤⋅−  
TABELA 3.9.2 – Propriedades mecânicas da madeira “Sitka spruce”. 
Propriedades Valores (MPa) 
0tf  79,30 
90tf  2,55 
0cf  38,68 
90cf  4,00 
vf  7,93 
 
TABELA 3.9.3 – Parâmetros de resistência. 
Parâmetros  Valores  
F1 -1,32 x 10-2 MPa-1  
F11 3,26 x 10-4 Mpa-2 
F2 1,42 x 10-1 Mpa-1 
F22 9,80 x 10-2 Mpa-2 
F12 limlim 12 ≤≤− F  
F44 1,59 x 10-2 MPa-2 
23
2211 1065,5lim −−⋅=⋅= MPaFF  
 
Com os valores dos parâmetros do critério de resistência foram determinados as tensões  
( θσ ) correspondentes paras diversos valores de inclinações (θ ) das fibras da madeira, através da 
expressão: 
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+








⋅⋅





+⋅+
⋅
+
⋅
⋅ θθθθσ θ 22212
22
4
11
4
2 cossen
12sencos
vctct f
Fffff  
1sen11cos11 2
22
2
11
=





⋅





−+⋅





−⋅+ θθσ θ
ctct ffff
 
 
As tensões foram calculadas através da formula de Hankinson para efeito de 
comparação: 
 
θθ
σ θ 2
90
2
0
900
cossen ⋅+⋅
⋅
= ff
ff
  (compressão) 
 
θθ
σ θ 5,1
90
5,1
0
900
cossen ⋅+⋅
⋅
= ff
ff
  (tração) 
 
Na Figura 3.9.3 foi feita uma comparação entre os valores calculados através da fórmula 
de Hankinson de compressão, para vários ângulos de inclinação das fibras da madeira, com 
valores calculados através do tensor polinomial. 
 
A equação de Hankinson e o tensor polinomial calculado com F12 = 0 apresentam 
resultados bem próximos para ângulos maiores que 15o. Os valores limites de F12 são também 
utilizados para efeito de comparação. 
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Gráfico: resistência à compressão x ângulo das fibras da 
madeira ("Sitka spruce")
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FIGURA 3.9.3 – Resistência à compressão x ângulo das fibras da madeira. 
Fonte: adaptado de LIU (1984), p.222 
 
Na Figura 3.9.4 foi feita uma comparação entre os valores calculados através da fórmula 
de Hankinson de tração, para vários ângulos de inclinação das fibras da madeira, com valores 
calculados através do tensor polinomial. 
 
A formula de Hankinson com n = 2 tem resultados próximos ao critério de resistência 
com F12 = 0. A curva com n = 1,5 apresenta resultados bem abaixo dos demais, ficando até 
mesmo abaixo do critério de resistência com F12 = + lim. 
 
Apesar da faixa de variação dos valores do coeficiente F12, não há tanta influência nos 
resultados nos ensaios uniaxiais. 
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Gráfico: resistência á tração x ângulo das fibras da madeira      
("Sitka spruce")
0
10
20
30
40
50
60
70
80
0 15 30 45 60 75 90
ângulo das fibras da madeira (graus)
Te
n
sã
o
 
de
 
tr
aç
ão
 
(M
Pa
)
Hankinson n = 2,0 F12 = - lim F12 = 0
F12 = + lim Hankinson n =1,5
 
FIGURA 3.9.4 – Resistência à tração x ângulo das fibras da madeira. 
Fonte: adaptado de LIU (1984), p.223 
 
WOODWARD (1987) realizou ensaios de tração na madeira (“Douglas –Fir”) para 
várias inclinações de ângulos das fibras, a fim de comparar os resultados com a fórmula de 
Hankinson e com a teoria de ruptura de Tsai-Hill. 
 
A formula de hankinson adotada para estimar ruptura por tração é: 
 
θθ
σ θ 5,1
90
5,1
0
900
cossen ⋅+⋅
⋅
= ff
ff
  
 
A teoria de ruptura de Tsai-Hill apresenta a seguinte forma: 
 
12
2
2
90
2
2
0
2
0
2
=++
⋅
−
v
LR
t
R
t
RL
t
L
ffff
τσσσσ
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Quando aplicada em direções diferentes da direção longitudinal ou radial, a fórmula 
apresenta a seguinte forma: 
 
2
90
4
22
2
0
22
0
4
2
sen
sencos
11cos1
ttvt ffff
θθθθ
σ θ
+⋅⋅







−+=  
 
Com os dados obtidos através dos ensaios de tração, WOODWARD (1987) ajustou uma 
curva hiperbólica: 
 
ufuf
fff
tt
tt
coshsenh 900
900
⋅+⋅
⋅
=θ  
 
Em termos exponenciais, a fórmula apresenta a seguinte forma: 
 
)()(
2
090900
900
tt
u
tt
u
tt
ffeffe
fff
−⋅++⋅
⋅⋅
=
−
θ  
 
onde θ⋅= 01,0u  
 
Na Tabela 3.9.4 pode se observar os resultados dos ensaios e os resultados utilizando as 
fórmulas de Hankinson, Tsai - Hill e hiperbólica. 
 
Na Figura 3.9.5 estão representados os resultados dos ensaios e as três curvas teóricas 
(Hankinson, Tsai-Hill e hiperbólica) . 
 
Para ângulos até 15o as teorias de Hankinson e de Tsai-Hill apresentam valores acima 
dos medidos nos ensaios. Já para ângulos maiores que 15o apresentam valores de tensão de 
ruptura mais baixos. 
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Tabela 3.9.4 – Resistência à tração estimada e resultados dos ensaios (Mpa) 
 Ângulo das fibras da madeira (graus) 
 0 15 30 45 60 90 
Ensaios 123,1 20,5 12,17 7,65 5,45 3,83 
 Dados estimados 
Hankinson n = 2,0 - 39,9 14,01 7,43 5,05 - 
Hankinson n = 1,5 - 23,4 10,31 6,41 4,64 - 
Tsai-Hill - 25,8 11,73 7,03 4,84 - 
Hiperbólico - 20,8 11,53 7,85 5,61 - 
 
Resistência à tração x ângulo das fibras da madeira
(escala semi-logarítmica)
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FIGURA 3.9.5 – Resistência à tração x ângulo das fibras da madeira. 
Fonte: adaptado de WOODWARD (1987), p.2812 
 
Nas Figuras 3.9.6 a 3.9.10 pode se observar os resultados dos ensaios biaxiais realizados 
por EBERHARDSTEINER (2001) utilizando corpos-de-prova com forma e dimensão igual ao 
corpo-de-prova da figura 3.10.2. O equipamento utilizado no ensaio é o mesmo da Figura 3.10.3. 
Os corpos-de-prova ensaiados tinham ângulos de inclinação das fibras da madeira de: 0o, 7,5o, 
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15o, 30o e 45o. A razão entre o carregamento é k = u : v, onde k é a relação entre a carga na 
direção 1 (u) e a carga na direção 2 (v). Os resultados dos ensaios biaxiais foram comparados 
com as estimativas de TSAI-WU. Na análise resultados das Figuras 3.9.6 a 3.9.10 observa-se que 
curva descrita pelos pontos é muito próxima de uma elipse. 
 
 
FIGURA 3.9.6 – Ensaios biaxiais (ângulo das fibras = 0o). 
Fonte: EBERHARDSTEINER (2001), p.97 
 
 
FIGURA 3.9.7 – Ensaios biaxiais (ângulo das fibras = 7,5o). 
Fonte: EBERHARDSTEINER (2001), p.98 
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FIGURA 3.9.8 – Ensaios biaxiais (ângulo das fibras = 15o). 
Fonte: EBERHARDSTEINER (2001), p.99 
 
 
FIGURA 3.9.9 – Ensaios biaxiais (ângulo das fibras = 30o). 
Fonte: EBERHARDSTEINER (2001), p.100 
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FIGURA 3.9.10 – Ensaios biaxiais (ângulo das fibras = 45o). 
Fonte: EBERHARDSTEINER (2001), p.101 
 
Segue um exemplo de aplicação do critério geral de resistência aplicado à madeira da 
espécie “Sitka spruce”. 
 
Os valores de resistência à compressão, tração e cisalhamento estão listados na Tabela 
3.9.2., enquanto que os valores dos parâmetros de resistência estão listados na Tabela 3.9.3. 
 
A equação de ruptura para estado plano de tensão, plano 1- 2, e admitindo-se 04 =σ  é a 
seguinte: 
 
12 2112
2
222
2
1112211 =⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅ σσσσσσ FFFFF  
 
Com a substituição dos parâmetros de resistência na equação acima, pode-se plotar o 
gráfico da superfície de ruptura. Na Figura 3.9.11 estão representadas as três curvas de ruptura, 
calculadas com: iteF lim5,012 ⋅−= , 012 =F  e iteF lim5,012 ⋅= . 
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Figura 3.9.11 – Curvas de ruptura calculadas com diferentes valores de F12. 
 
Quando F12 se aproxima do limite inferior ou superior, a superfície de ruptura torna-se 
uma superfície aberta, com valores de resistência tendendo ao infinito. Por isso é necessário 
adotar valores menores que os limites. 
 
Neste item foram apresentados exemplos de utilização do critério de TSAI-WU tanto na 
estimativa de resistência uniaxial de tração e compressão quanto na estimativa de resistência 
biaxial, evidenciando que o critério descreve bem o comportamento resistente de um material 
como a madeira. 
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3.10 EQUIPAMENTOS DE ENSAIOS BIAXIAIS 
 
 
 
Neste item serão apresentados alguns equipamentos utilizados em ensaios biaxiais. 
 
O esquema de ensaio da Figura 3.10.1 é empregado para aplicar carregamento no plano 
em corpos-de-prova de madeira e papelão. Sobre um carregamento de compressão, foi 
desenvolvido um sistema de restrição lateral que utiliza o vácuo para manter o corpo-de-prova 
plano contra o conjunto de hastes do sistema. 
 
 
FIGURA 3.10.1 – Esquema de corpo-de-prova, cruciforme de madeira, utilizado em ensaio 
biaxial de compressão. 
Fonte: RABOTNOV e KELLY (1985), p.109 
 
 
FLEISCHMANN et al. (2004) realizaram ensaios experimentais na madeira da espécie 
“Spruce” em diferentes direções das fibras, e também avaliaram a influência dos nós nas 
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propriedades de resistência. Todos os experimentos foram realizados com controle de 
deformação dependendo do ângulo das fibras (ϕ ) e da razão entre o carregamento k = u : v. 
 
Na Figura 3.10.2 pode-se observar o esquema de um corpo-de-prova de madeira 
utilizado para ensaios biaxiais. Na Figura 3.10.3 observa-se a realização do ensaio biaxial em um 
corpo-de-prova de madeira. 
 
FIGURA 3.10.2 – Esquema de corpo-de-prova de madeira utilizado em ensaio biaxial. 
Fonte: FLEISCHMANN et al. (2004) 
 
 
FIGURA 3.10.3 – Equipamento de ensaio biaxial. 
Fonte: MULLNER et al. (2004) 
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Na Figura 3.10.4 pode-se observar o esquema de um corpo-de-prova de madeira 
utilizado para ensaios uniaxiais. Na Figura 3.10.5 observa-se um corpo-de-prova de madeira, 
utilizado para avaliar a influência dos nós na resistência de ruptura. 
 
 
FIGURA 3.10.4 – Esquema de corpo-de-prova de madeira utilizado em ensaio uniaxial. 
Fonte: FLEISCHMANN et al. (2004) 
 
 
FIGURA 3.10.5 – Corpo-de-prova de madeira utilizado em ensaio uniaxial. 
Fonte: FLEISCHMANN et al. (2004) 
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Dos vários corpos-de-prova empregados para avaliar a resistência de materiais 
compósitos sob carregamento combinado, o tubo de parede fina submetido à carga axial e torção 
é o mais indicado, de acordo com RABOTNOV e KELLY (1985). Na Figura 3.10.6 pode se 
observar um esquema de corpo-de-prova submetido a um ensaio de tração-torção com a 
finalidade de gerar tensões biaxiais. 
 
FIGURA 3.10.6 – Esquema de ensaio de tração-torção. 
Fonte: WU (1972), p.482 
 
Exemplos de ensaios de tração-torção podem ser observados nas Figuras 3.10.7 a 3.10.9. 
 
FIGURA 3.10.7 – Esquema de ensaio de tração-torção. 
Fonte: RABOTNOV e KELLY (1985), p.106 
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FIGURA 3.10.8 – Esquema de ensaio de tração-torção. 
Fonte: RABOTNOV e KELLY (1985), p.107 
 
 
FIGURA 3.10.9 – Esquema de ensaio de tração-torção. 
Fonte: RABOTNOV e KELLY (1985), p.107 
 
Esses equipamentos podem submeter o corpo-de-prova a um  estado de: compressão 
biaxial, tração biaxial, compressão-tração, tração-compressão e tração-torção. 
 
Os equipamentos utilizados por RABOTNOV e KELLY (1985) submetem o corpo-de-
prova a um estado de compressão biaxial, ou a um estado de tração-torção que geram tensões 
biaxiais de compressão-tração. Já o equipamento utilizado por FLEISCHMANN et al. (2004) 
pode aplicar ao corpo-de-prova um estado de: compressão biaxial, tração biaxial, compressão-
tração, tração-compressão. 
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Esses equipamentos seriam ideais para se aplicar um estado de tensão biaxial ao corpo-
de-prova de madeira, utilizado nesta pesquisa, e estimar o coeficiente de interação Fij do tensor de 
TSAI-WU; mas devido ao seu custo elevado e não disponibilidade de uso, foi necessário adotar 
um esquema de ensaio biaxial mais simples, que pode ser observado no capítulo 4 (procedimento 
experimental). 
 
 
3.11 FATORES QUE INFLUENCIAM NAS PROPRIEDADES MECÂNICAS E 
NA RESISTÊNCIA DA MADEIRA. 
 
 
As propriedades mecânicas e de resistência da madeira sofrem alterações devido a 
diversos fatores externos, como temperatura e umidade, e fatores internos característicos da 
estrutura anatômica da madeira, tais como nós e fibras inclinadas. 
 
Com a finalidade de demonstrar como estes e outros fatores influenciam na 
determinação de algumas propriedades, serão apresentados considerações e resultados de ensaios 
feitos por pesquisadores como CRAMER et al. (1996), BODIG (1996), KARLSEN (1967) e 
PEREIRA et al. (2005). 
 
Com o objetivo de estudar a influência de fatores como umidade, temperatura, peso 
específico, entre outros, na tensão de ruptura da madeira, CRAMER et al. (1996) realizaram 
ensaios triaxiais em um cubo de madeira da espécie “Redwood” de 10 cm de aresta. Os ensaios 
foram feitos em três temperaturas diferentes. As temperaturas utilizadas foram: ambiente (21,1o 
C), quente (65,6o C) e fria (-28,8o C). Foram ensaiados 36 c.p. à temperatura ambiente, 33 à 
temperatura quente e 34 à temperatura fria. 
 
Os testes consistiam na aplicação de um carregamento vertical em cada corpo-de-prova 
de madeira confinado e instrumentado em uma caixa de aço, conforme Figura 3.11.1. 
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FIGURA 3.11.1 - Esquema de ensaio triaxial para madeira. 
Fonte: CRAMER (1996), p. 4 
 
Os corpos-de-prova de madeira apresentavam ângulos de inclinação das fibras da 
madeira de 0o, 5o, 10o, 30o e 90o. Os ângulos foram medidos em relação às direções radial e 
tangencial. As placas laterais do ensaio da Figura 3.11.1 foram instrumentadas de tal modo que a 
expansão e a carga lateral resultante, da aplicação do carregamento vertical, pudessem ser 
medidas. Os testes nos corpos-de-prova foram condicionados para um teor de umidade de 
aproximadamente 14% antes do ensaio. Nenhum controle de umidade foi empregado dentro do 
compartimento de teste. 
 
CRAMER et al. (1996) estudou e identificou algumas propriedades que influenciam o 
comportamento de ruptura da madeira “Redwood”. Algumas conclusões sobre os ensaios estão 
apresentadas a seguir: 
 
- O peso específico, massa de um corpo dividido pela massa de um igual volume de 
água, é largamente utilizado como um índice geral da qualidade da madeira. Nos testes 
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realizados, a faixa de variação do peso específico dos corpos-de-prova de madeira foi de 0,29 a 
0,45. A grande variabilidade dos resultados da pesquisa de CRAMER et al. (1996) e de 
investigações anteriores pode ser atribuída a variações do peso específico (SG). Na Figura 3.11.2 
pode-se observar a variação que ocorre na tensão de ruptura em função da variação do peso 
específico em corpos-de-prova de madeira ensaiados paralelamente às fibras. 
 
A curva da Figura 3.11.2 representa a equação, obtida através dos dados coletados por 
LUXFORD e MARKWARDT, para um teor de umidade acima de 21%. Fica claro na Figura 
3.11.2 que com a diminuição do teor de umidade há um aumento na tensão de ruptura. 
 
 
FIGURA 3.11.2 – Relação tensão de ruptura x peso específico. 
Fonte: CRAMER et al (1996), p. 11 
 
- O número de anéis de crescimento por polegada é um bom estimador do 
comportamento de ruptura da madeira por refletir as diferenças que existem na microestrutura da 
madeira. Nos testes realizados, a faixa de variação do número de anéis por polegada foi de 2 a 24. 
Para dois corpos-de-prova com iguais pesos específicos, temperaturas e teores de umidades, os 
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dados dos ensaios mostram que o corpo-de-prova que apresenta maior número de anéis por 
polegada apresenta um valor de tensão de ruptura maior. 
 
- O ângulo entre o carregamento aplicado e a direção das fibras da madeira influencia 
fortemente no comportamento mecânico da madeira. 
 
- As propriedades mecânicas da madeira são fortemente influenciadas pelo teor de 
umidade e temperatura do corpo-de-prova de madeira. Em geral as propriedades mecânicas da 
madeira apresentam valores menores com o aumento da temperatura quando comparados com os 
valores medidos em temperaturas mais baixas. 
 
Na Figura 3.11.3 pode-se observar a relação entre tensão de ruptura e o ângulo de 
inclinação das fibras da madeira para os corpos-de-prova nas temperaturas ambiente, quente e 
fria. Variações consideráveis na tensão de ruptura ocorreram devido ao peso específico, ao 
número de anéis, ao teor de umidade e a temperatura dos corpos-de-prova de madeira. 
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Figura 3.11.3 – Relação tensão de ruptura x ângulos das fibras da madeira. 
Fonte: CRAMER et al (1996), p. 13 
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Analisando separadamente as influências do peso específico, da temperatura e do teor de 
umidade na tensão de ruptura da madeira “redwood” pode-se estabelecer um padrão de 
comportamento da madeira. 
 
- A diminuição na tensão de ruptura da madeira causada pela elevação da temperatura é 
compensada pelo aumento da tensão associada ao baixo teor de umidade em temperaturas 
elevadas. 
 
Com os dados obtidos nos ensaios, considerando as temperaturas ambiente, fria e 
quente, CRAMER et al. (1996) fez um tratamento estatístico dos dados e formulou a seguinte 
equação: 
 
DRINGSCMCBSGAruptura +⋅+−⋅+⋅= )%21(σ                                                (3.11.1) 
 
Onde SG é o peso  específico, MC é o teor de umidade, RINGS é o número de anéis por 
polegada, e “A”, “B”, “C” e “D” são coeficientes empíricos estabelecidos através de uma 
regressão dos dados ensaiados. Os valores dos coeficientes “A”, “B”, “C” e “D” podem ser 
obtidos na página 16 do relatório de CRAMER et al. (1996). 
 
Na Figura 3.11.4 os pontos representam valores de tensão de ruptura calculados através 
da equação 3.11.1. Com os valores de tensão a 0o e 90o utilizou-se à fórmula de Hankinson para 
traçar a curva. Os valores utilizados na equação 3.11.1 foram: SG = 0,37, MC = 10% e RINGS = 
13,7/polegada. 
 
Pode-se observar na Figura 3.11.4 que a fórmula de Hankinson não forneceu um bom 
ajuste para os dados intermediários. 
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Figura 3.11.4 – Tensão de ruptura na temperatura ambiente-quente  
comparada com curva de Hankinson. 
Fonte: CRAMER et al (1996), p. 19 
 
TABELA 3.11.1 – Tensão de ruptura x ângulo das fibras. 
S.G = 0,36, RINGS = 12,6/polegada. 
Ângulo 
das fibras 
da 
madeira 
Tensão (MPa) 
temp.ambiente-
quente 
U = 14% 
Tensão (MPa) 
temp.ambiente-
quente 
U = 5% 
Tensão (MPa) 
temp.fria 
U = 14% 
0o 31,8 39,0 43,8 
5o R 29,6 36,0 43,9 
5o T 30,4 35,9 41,2 
10o R 26,1 28,2 45,0 
10o T 28,9 35,8 40,5 
30o R 20,3 25,4 29,2 
30o T 22,9 26,3 34,3 
90o 7,0 7,2 9,8 
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Utilizando a equação 3.11.1, os ângulos (0o, 5o R, 5o T, 10o R, 10o T, 30o R, 30o T, 90o), 
e os coeficientes de CRAMER et al. (1996), pode-se determina os valores nas temperaturas: 
ambiente-quente e fria, conforme Tabela 3.11.1. Os valores adotados para os parâmetros são: 
S.G. = 0,36, RINGS = 12,6/polegada. 
 
Na Figura 3.11.5 pode-se observar uma comparação de valores de tensão de ruptura 
obtidos na temperatura ambiente-quente e na temperatura fria. As tensões de ruptura obtidas da 
equação 3.11.1 com temperatura fria são maiores que os valores de tensão medidos nas 
temperaturas ambiente-quente. Os pontos foram obtidos da equação 3.11.1, e podem ser vistos na 
Tabela 3.11.1 
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Figura 3.11.5 – Tensão de ruptura na temperatura ambiente-quente e fria. 
Fonte: CRAMER et al (1996), p. 20 
 
Na Figura 3.11.6 pode-se observar os valores de tensão de ruptura na temperatura fria 
comparado com a fórmula de Hankinson utilizando os expoentes 2,0 e 2,5. Os pontos foram 
obtidos da equação 3.11.1, e podem ser vistos na Tabela 3.11.1. Como na figura 3.11.5, a fórmula 
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de Hankinson (n = 2) também não apresentou um bom ajuste paras os ângulos intermediários. 
Houve um melhor ajuste utilizando n = 2,5. 
 
S.G. = 0,36 U = 14% Rings = 12,6/polegada
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Figura 3.11.6 – Tensão de ruptura na temperatura fria comparada com curva de Hankinson. 
Fonte: CRAMER et al (1996), p. 20 
 
De acordo com BODIG (1993) o teor de umidade da madeira causa variações 
dimensionais e também alterações nas propriedades mecânicas. Uma indicação de como o teor de 
umidade influencia as propriedades mecânicas da madeira é mostrada nas curvas tensão x 
deformação da Figura 3.11.7. Os dados para a madeira “Douglas-fir” testada sob compressão na 
direção radial refletem mudanças no módulo de elasticidade e na resistência última. Em geral 
pode-se observar que as propriedades mecânicas da madeira aumentam para baixos teores de 
umidades.  
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Figura 3.11.7 – Curvas tensão x deformação da madeira “Douglas-fir” sob  
compressão radial para vários teores de umidade. 
Fonte: BODIG (1993), p. 550 
 
O efeito geral da temperatura na relação tensão x deformação para compósitos de 
madeira está representado esquematicamente na Figura 3.11.8. A redução da inclinação das 
curvas com o aumento da temperatura reflete a diminuição do módulo de elasticidade. 
 
 
Figura 3.11.8 –Representação esquemática do efeito da temperatura  
na curva tensão x deformação da madeira. 
Fonte: BODIG (1996), p. 571 
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A Figura 3.11.9 mostra a influência da temperatura e do teor de umidade no módulo de 
elasticidade da madeira “red oak” na direção radial. 
 
 
Figura 3.11.9 – Efeito do teor de umidade e da temperatura no módulo  
de elasticidade radial da madeira “red oak”. 
Fonte: BODIG (1993), p. 575 
 
Segundo KARLSEN (1967), para estimar corretamente as dimensões dos elementos das 
estruturas de madeira é necessário conhecer a resistência das tábuas, vigas e toras sob a ação de 
várias forças. Sua resistência depende da resistência da madeira e do tamanho dos defeitos, 
principalmente nós, que enfraquecem a seção. 
 
A determinação de resistência última é determinada através de ensaios em corpos-de-
prova isentos de defeitos. Os testes revelam uma dispersão considerável da resistência 
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característica para a mesma espécie, isto pode ser explicado pela não uniformidade da madeira  
aliada com as particularidades de sua estrutura anatômica. 
 
O tamanho da largura dos anéis de crescimento anuais também influencia a resistência; 
ambos, anéis demasiadamente estreitos e demasiadamente largos caracterizam a redução na 
resistência da madeira. 
 
Além disto, a madeira pertence a um grupo de materiais cuja resistência sofre grande 
influencia devido à taxa de aplicação de carga e a duração da ação. Com uma taxa rápida de 
aplicação da carga a resistência última é maior. 
 
A resistência última da madeira sob tração paralela às fibras em corpos-de-prova 
padrões é de grande importância. A presença de nós e fibras inclinadas nas vizinhanças dos nós, 
reduz consideravelmente a resistência à tração. Particularmente perigosos são os nós nas 
extremidades do corpo-de-prova. 
 
Testes mostram que quando o tamanho dos nós é igual a ¼ do tamanho da face do 
elemento, a resistência última atinge quando muito 27% da resistência de um corpo-de-prova sem 
defeitos. Isto mostra a importância da correta seleção da madeira de acordo com o tamanho dos 
nós para elementos de estrutura sob tração. 
 
Quando a seção é enfraquecida por buracos e entalhes, há uma grande redução que é 
dada pelo cálculo da área líquida. A influencia adversa da concentração de tensão em um ponto 
de fragilidade pode ser facilmente observada. 
 
Testes mostram que a resistência à tração também depende da escala; devido a não 
uniformidade da sua estrutura, a resistência de corpos-de-prova de dimensões maiores é menor 
que a resistência dos corpos-de-prova padrão. 
 
A influencia de defeitos, nós, é menor que na tração, e com o tamanho dos nós permitido 
pelas normas para elementos sob compressão de 1/3 do lado do elemento, a resistência à 
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compressão atinge de 60 a 70% da resistência de um corpo-de-prova isento de defeito de mesma 
dimensão. 
 
Além disto, em estruturas de madeira as dimensões dos elementos sob compressão são 
usualmente estabelecidos pelo cálculo da flexo-compressão e não pelo cálculo à compressão. 
Conseqüentemente o trabalho de elementos sob compressão é mais confiável que o trabalho dos 
elementos sob tração. 
 
PEREIRA et al. (2205) realizaram ensaios em corpos-de-prova de madeira para avaliar o 
comportamento mecânico da espécie Pinus Pinaster Ait sob tração perpendicular às fibras 
(direção radial e tangencial). 
 
Nas Figuras 3.11.10 a 3.11.12 observa-se à variação do módulo de elasticidade, do 
coeficiente de Poisson e da tensão de ruptura em função da densidade dos corpos-de-prova, 
considerando as direções radial e tangencial. Nota-se que houve grande variação dos resultados 
nas direções radial e tangencial.  Segundo PEREIRA et al. (2005) os baixos valores do 
coeficiente de variação da densidade dos corpos-de-prova tangenciais e radiais confirma a 
homogeneidade das amostras, por isso não é de se estranhar que a dispersão das propriedades 
mecânicas em cada um dos grupos de corpos-de-prova não seja explicada pela variação da 
densidade. 
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Figura 3.11.10 – Variação do módulo de elasticidade em função da densidade. 
Fonte: PEREIRA et al. (2005), p. 8 
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Figura 3.11.11 – Variação coeficiente de Poisson em função da densidade. 
Fonte: PEREIRA et al. (2005), p. 8 
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Figura 3.11.12 – Variação da tensão de ruptura em função da densidade. 
Fonte: PEREIRA et al. (2005), p. 8 
 
Dentre os fatores, citados neste item, que alteram as propriedades mecânicas e 
resistência da madeira pode-se identificá-los como sendo: temperatura, umidade, anatomia da 
madeira (nós e fibras), peso específico, número de anéis por unidade de comprimento, direção de 
aplicação do carregamento em relação às direções da madeira (longitudinal, radial e tangencial), 
largura dos anéis de crescimento, taxa de aplicação da carga e duração do carregamento. Devido 
a tanto fatores, há uma grande dispersão de resultados na determinação das características 
mecânicas e das resistências; qualquer variação de um dos fatores citados gera diferenças 
significativas nos resultados. 
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4 PROCEDIMENTO EXPERIMENTAL 
 
 
Foram realizados ensaios em corpos-de-prova de madeira para determinação das 
resistências que foram utilizadas para a determinação dos parâmetros de resistência utilizados no 
critério de TSAI-WU.  
 
A madeira utilizada nesta pesquisa foi a Cupiúba (Goupia glabra). Optou-se pela 
utilização desta espécie devido ao seu custo baixo e facilidade de aquisição da mesma na cidade 
de Campinas. Os corpos-de-prova para realização dos ensaios foram extraídos de 6 vigas com as 
seguintes dimensões: 4,5 cm x 30 cm x 150 cm.  
 
Os ensaios realizados foram os seguintes: 
• Ensaio de tração. 
• Ensaio de compressão. 
• Ensaio de cisalhamento 
• Ensaio de compressão biaxial. 
 
Nos ensaios de tração, compressão e cisalhamento uniaxial, realizados no laboratório de 
ensaios de Itatiba, foi utilizada uma máquina de ensaio universal EMIC com capacidade de 300 
kN. 
 
Nos ensaios de compressão, para a determinação do módulo de elasticidade ( cE ), 
realizados no LaMEM de EESC-USP, foi utilizada uma máquina de ensaio universal AMSLER. 
O módulo de elasticidade foi determinado através da utilização de extensômetros elétricos. 
 
O teor de umidade variou entre 12% a 14%. 
 
 
4.1 ENSAIO DE TRAÇÃO 
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Foram realizados ensaios de tração nas direções paralela e perpendicular às fibras, assim 
como em direções inclinadas em relação ao carregamento de 15o, 30o, 45o, 60o e 75o. Para cada 
ângulo das fibras foram ensaiados 8 corpos-de-provas, perfazendo um total de 56 corpos-de-
prova. 
 
Nas Figuras 4.1.1 e 4.1.2 pode se observar o modelo de corpo-de-prova adotado nesta 
pesquisa para a realização dos ensaios de tração em direções, paralelas, perpendiculares e 
inclinadas das fibras da madeira em relação ao carregamento. 
 
Na Figura 4.1.3 pode se observar o corpo-de-prova confeccionado para o ensaio de 
tração. Na Figura 4.1.4 observa-se a realização do ensaio de tração. 
 
A escolha das dimensões do corpo-de-prova teve como fator limitante às dimensões 
comerciais das peças de madeira disponíveis no mercado. Optou-se pela adoção de apenas um 
modelo de corpo-de-prova para realização dos ensaios de tração independente da inclinação das 
fibras da madeira em relação ao carregamento. Não foi possível a utilização dos corpos-de-prova 
recomendado pela NBR 7190 (Figura D.1) para ensaio de tração paralela às fibras pois,  para 
ângulos maiores que 15o das fibras em relação à direção do carregamento, não haveria altura 
suficiente das vigas para retirada do corpo-de-prova. 
 
Para a adoção das dimensões dos corpos-de-prova, também foram seguidas algumas 
recomendações, que podem se vistas no Anexo D, da NBR 7190 e de outras normas, assim como 
modelos adotados por diversos autores como BODIG (1993) e KARLSEN (1967). 
 
A velocidade de carregamento foi de 10 MPa/minuto. Foi utilizada uma máquina 
universal de ensaios de 300 kN de capacidade. 
 
Foi utilizado apenas um ciclo de carregamento, ou seja, a carga foi aplicada de zero até a 
ruptura. 
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FIGURA 4.1.1– Modelo de corpo-de-prova de tração utilizado nos ensaios. 
 
 
FIGURA 4.1.3 – Corpos-de-prova de tração utilizado nos ensaios. 
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FIGURA 4.1.4 – Ensaio de tração. 
 
 
4.2 ENSAIO DE COMPRESSÃO 
 
 
Foram realizados ensaios de compressão nas direções paralela e perpendicular às fibras, 
assim como em direções inclinadas em relação ao carregamento de 15o, 30o, 45o, 60o e 75o. Para 
cada ângulo das fibras foram ensaiados 12 corpos-de-prova, perfazendo um total de 84 corpos-
de-prova. Do total de 12 corpos-de-prova, para cada ângulo, 8 corpos-de-prova foram utilizados 
para a estimativa da resistência à ruptura no laboratório de ensaios de Itatiba e 4 corpos-de-prova 
foram utilizados para estimativa do módulo de elasticidade, no laboratório de madeiras e 
estruturas de madeira, LaMEM – EESC – USP. 
 
Para a determinação do módulo de elasticidade foram utilizados extensômetros elétricos. 
Para os corpos-de-prova de 15o, 30o, 45o, 60o e 75o foram utlizados 4 extensômetros (roseta), 
adotando o seguinte esquema de montagem: 1 extensômetro na direção vertical, 1 extensômetro 
na direção horizontal, 1 extensômetro na direção das fibras e 1 extensômetro na direção 
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perpendicular às fibras. Para corpos-de-prova com fibras à 0o e 90o foram utilizados apenas 2 
extensômetros, um na direção paralela às fibras e outro na direção perpendicular às fibras. 
 
Assim como no caso do corpo-de-prova de tração, a escolha das dimensões do corpo-de-
prova de compressão teve como fator limitante às dimensões comerciais das peças de madeira 
disponíveis no mercado. No caso a dimensão limitante da viga de madeira era de 4,5 cm.  
 
O corpo-de-prova de NBR 7190 para compressão paralela às fibras tem dimensões de 5 
cm x 5 cm x 15 cm. Então, para manter a mesma proporção, adotou-se um corpo-de-prova de 4 
cm x 4 cm x 12 cm.  
 
Optou-se, também, pela adoção de apenas um modelo de corpo-de-prova para realização 
dos ensaios de compressão independente da inclinação das fibras da madeira em relação ao 
carregamento. 
 
Na Figura 4.2.2 pode se observar o modelo de corpo-de-prova adotado nesta pesquisa, 
para a realização dos ensaios de compressão. 
 
Na Figura 4.2.1 pode se observar o corpo-de-prova confeccionado para o ensaio de 
compressão. Na Figura 4.2.3 observa-se a realização do ensaio de compressão. 
 
A velocidade de carregamento foi de 10 MPa/minuto. Foi utilizada uma máquina de 
ensaio universal de 300 kN de capacidade. Assim como nos ensaios de tração, foi utilizado 
apenas um ciclo de carregamento. 
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FIGURA 4.2.1 – Modelo de corpo-de-prova de compressão utilizado nos ensaios. 
 
 
FIGURA 4.2.2 – Corpos-de-prova de compressão utilizados nos ensaios. 
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FIGURA 4.2.3 – Ensaio de compressão. 
 
 
4.3 ENSAIO DE CISALHAMENTO 
  
 
Na Figura 4.3.1, pode-se observar o modelo de corpo-de-prova utilizado nos ensaios de 
cisalhamento. A única alteração em relação ao modelo adotado pela NBR 7190 (1997) foi à 
redução de 5 cm para 4 cm em uma das dimensões perpendiculares às fibras. Observa-se na 
Figura 4.3.2 o corpo-de-prova confeccionado para o ensaio de cisalhamento, enquanto que na 
Figura 4.3.3 tem-se o ensaio de cisalhamento. Foram ensaios 12 corpos-de-prova e a velocidade 
de carregamento foi de 2,5 MPa/minuto. 
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FIGURA 4.3.1 – Modelo do corpo-de-prova de  
cisalhamento utilizado nos ensaios. 
 
 
FIGURA 4.3.2 – Corpo-de-prova de cisalhamento 
utilizado nos ensaios. 
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FIGURA 4.3.3 – Ensaio de cisalhamento. 
 
4.4 ENSAIO DE COMPRESSÃO BIAXIAL 
 
Para a realização dos ensaios biaxiais de compressão foi necessário desenvolver um 
equipamento de ensaio específico para aplicação da força de compressão na direção 
perpendicular às fibras. Na direção paralela às fibras a força de compressão foi aplicada pela 
máquina de ensaio universal EMIC, de 300 kN de capacidade. O equipamento de compressão 
(alicate) foi construído com aço. 
 
Na Figura 4.4.1, pode-se observar o modelo de corpo-de-prova utilizado nos ensaios de 
compressão biaxial. Observa-se na Figura 4.4.2 o corpo-de-prova confeccionado para o ensaio de 
compressão biaxial, enquanto que nas Figuras 4.4.6 e 4.4.7 tem-se o ensaio de compressão 
biaxial. 
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No ensaio de compressão biaxial foi utilizada uma máquina de ensaio universal MOHR-
FEDERHAFF com capacidade de 400 kN juntamente com o equipamento de compressão 
uniaxial (alicate), Figura 4.4.5, construído no Centro de Tecnologia (CT) da UNICAMP. 
 
Para aplicação da carga na máquina de compressão foi utilizado um cilindro ENERPAC 
DESF C101, calibrado pela célula de carga HBM Typ z12, #H0748, certificado 
INMETRO/DIMCI 1064/2002. 
 
Para o sistema de aquisição dos dados da máquina de compressão foi utilizada uma 
ponte HBM 6 canais, amplificador nº 22648, indicador nº 98860 para o cilindro ENERPAC e 
uma ponte HBM DK 8, canal 11 para a célula de carga HBM. 
 
Para a realização do ensaio de compressão biaxial foi adotado o seguinte procedimento: 
fixou-se uma carga de compressão no corpo-de-prova de madeira (cubo de 4 cm de aresta) 
através da máquina de compressão axial (alicate), e aplicou-se o carregamento com a máquina 
universal de ensaios até atingir a ruptura, ficando determinado o par de tensões ( 1σ  e 2σ ) que o 
corpo-de-prova suportou. Com os vários pares de tensões obtidos no ensaio plotou-se os pontos 
no gráfico 21 σσ x , que pode-se visto no capítulo de resultados. A direção 1 foi adotada como 
paralela às fibras e a direção 2 como perpendicular às fibras. No total foram ensaiados 62 corpos-
de-prova. 
 
Para a aplicação da carga de compressão no equipamento de compressão (alicate) foi 
utilizado um macaco hidráulico. Foram utilizados 8 extensômetros elétricos no equipamento de 
compressão axial, adotando um sistema de ponte completa dupla. De acordo com a deformação 
do equipamento sob aplicação de carga, pode-se medir a força de compressão aplicada. 
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FIGURA 4.4.1 – Modelo de corpo-de-prova para ensaio de compressão biaxial -  
cubo com 4cm de aresta. 
 
 
FIGURA 4.4.2 – Corpo-de-prova para ensaio de compressão biaxial. 
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FIGURA 4.4.3 – Modelo 3D da máquina de ensaio de compressão uniaxial. 
 
 
FIGURA 4.4.4 – Dimensões da máquina de ensaio de compressão uniaxial. 
Unidades: milímetros. 
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FIGURA 4.4.5 – Equipamento de compressão axial (alicate). 
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FIGURA 4.4.6 – Ensaio de compressão biaxial. 
 
 
FIGURA 4.4.7 – Ensaio de compressão biaxial. 
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5 RESULTADOS E DISCUSSÕES 
 
 
 
5.1 DADOS DE ENSAIOS E SUPERFÍCIE DE RUPTURA DE TSAI-WU 
 
 
Na Tabela 5.1.1 pode-se observar os valores médios de resistência à tração e 
compressão, obtidos nos ensaios dos corpos-de-prova, assim como os valores do módulo de 
elasticidade obtido no ensaio de compressão. 
 
TABELA 5.1.1 – Resistências à tração e compressão e módulo de elasticidade. 
Ângulo 
(Graus) 
Resistência à 
tração ( tf ) 
(MPa) 
Resistência à 
compressão ( cf ) 
(MPa) 
Módulo de 
elasticidade ( cE ) 
(MPa) 
0 72,90 58,06 15187,53 
15 28,51 39,10 4740,62 
30 13,03 24,73 2677,69 
45 7,23 23,36 741,96 
60 6,17 22,27 721,43 
75 5,29 21,02 682,63 
90 4,65 20,09 648,61 
 
O valor médio determinado, nos ensaios, para a resistência ao cisalhamento foi de 19,75 
MPa. 
 
Com os resultados de resistência, Tabela 5.1.2, obtidos nos ensaios de tração, 
compressão e cisalhamento, determinou-se os parâmetros de resistência do critério de Tsai-Wu, 
conforme Tabela 5.1.3. O coeficiente F12 na Tabela 5.1.3 está indicado com seu valor máximo e 
mínimo. A direção paralela às fibras da madeira foi adotada como direção 1, e a direção 
perpendicular às fibras como direção 2. 
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TABELA 5.1.2 – Resistências  
(tração, compressão e cisalhamento). 
Resistência MPa 
10 tt ff =  72,90 
290 tt ff =  4,65 
10 cc ff =  58,06 
290 cc ff =  20,09 
44ff v =  19,75 
 
 
Tabela 5.1.3 – Coeficientes de resistência. 
Parâmetro Expressão Valor 
F1 
11
11
ct ff
−  
131051,3 −−⋅− MPa  
F2 
22
11
ct ff
−  
111065,1 −−⋅ MPa  
F11 
11
1
ct ff ⋅
 
241036,2 −−⋅ MPa  
F22 
22
1
ct ff ⋅
 
221007,1 −−⋅ MPa  
F44 2
4
44
1
vf
F =  231056,2 −−⋅ MPa  
F12 2211 FF ⋅±  
231059,1 −−⋅± MPa  
 
A equação de ruptura para o estado plano de tensões (plano 1-2) é a seguinte: 
 
12 24442112
2
222
2
1112211 =⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅ σσσσσσσ FFFFFF                                  (5.1.1) 
 
 
Aplicando os parâmetros de resistência, Tabela 5.1.3, na equação de ruptura tem-se a 
equação 5.1.2: 
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+⋅+⋅+⋅+⋅− 22
2
121 42,93
1
57,4232
1
05,6
1
21,285
1
σσσσ          
 1
06,390
12 242112 =⋅+⋅⋅+ σσσF                                                                               (5.1.2) 
 
23
12
23 1059,11059,1 −−−− ⋅+<<⋅− MPaFMPa  
 
A equação 5.1.2 representa um elipsóide. Para valores de F12, maiores que os limites, a 
superfície de ruptura torna-se uma superfície aberta. Na Figura 5.1.1 pode ser observado um 
exemplo da superfície de ruptura calculado com o coeficiente de interação,F12, igual a zero. Para 
valores constantes da tensão de cisalhamento ( 4σ ), a equação 5.1.2 representa uma elipse. 
 
-50
0
50
-20
-10
0
-20
0
20
 
FIGURA 5.1.1 – Superfície de ruptura (elipsóide) do critério de Tsai-Wu (F12 = 0). 
 
Utilizando a fórmula de Hankinson, equação 5.1.3, para três valores diferentes do 
expoente “n”, determinou-se as curvas de resistências em função do ângulo das fibras em relação 
ao carregamento. Na Figura 5.1.2 pode se observar uma comparação entre os resultados obtidos 
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nos ensaios de tração e os valores obtidos através da fórmula de Hankinson (n = 1,5; n = 2; n = 
2,5).   
 
θθ
σ θ nn ff
ff
cossen 900
900
⋅+⋅
⋅
=                                                                                      (5.1.3) 
 
Tensão de ruptura x ângulos da fibras:
ensaios x fórmula de Hankinson.
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FIGURA 5.1.2 – Comparação entre fórmula de Hankinson e dados de ensaios de tração. 
 
Os valores do expoente n da fórmula de Hankinson foram escolhidos baseados nas 
indicações de diversas normas e vários pesquisadores. 
 
Pode-se ver na Figura 5.1.2 a grande redução da resistência à tração, obtida nos ensaios, 
em função do ângulo. Para ângulos até 30o ocorrem grandes diferenças entre as estimativas da 
fórmula de Hankinson, considerando os diversos expoentes; já para ângulos maiores que 30o não 
há variação da resistência significativa. Os valores obtidos nos ensaios se mantiveram entre as 
estimativas da fórmula de Hankinson com n =1,5 e n = 2,0. 
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Para determinar a resistência à tração, com as fibras da madeira fazendo um ângulo de θ  
com a direção do carregamento, utilizando o critério de TSAI-WU basta substituir na expressão 
5.1.1 os seguintes valores: 
 
θσσ θ 21 cos⋅=  
θσσ θ 22 sen⋅=  
θθσσ θ cossen4 ⋅⋅=  
 
σ
θ
1
2
1'
2'
θ
θθσ
 
FIGURA 5.1.3 – Ensaio uniaxial de tração não paralelo à direção das fibras (direção 1). 
 
Desse modo o critério geral de resistência para o estado uniaxial de tração, conforme a 
Figura 5.1.3, para qualquer ângulo de inclinação das fibras é expresso pela equação 5.1.4: 
 
+





⋅⋅





+⋅+
⋅
+
⋅
⋅ θθθθσθ 22212
22
4
11
4
2 cossen
12sencos
vctct f
Fffff  
1sen11cos11 2
22
2
11
=





⋅





−+⋅





−⋅+ θθσθ
ctct ffff
                                              (5.1.4) 
 
 
Substituindo-se na equação 5.1.4 os parâmetros de resistência e adotando-se um 
determinado ângulo é possível determinar a tensão de ruptura ( θσ ). 
 
Na Figura 5.1.4 pode-se observar uma comparação entre os resultados obtidos nos 
ensaios de tração, para várias inclinações das fibras da madeira em relação à aplicação da carga, e 
os valores obtidos através do critério de resistência de Tsai-Wu.  As curvas de resistência, do 
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critério de Tsai-Wu, foram estimadas com os valores máximo e mínimo do coeficiente de 
interação F12, e também para F12 nulo. 
 
Tensão de ruptura x ângulos da fibras:
ensaios x Critério de Tsai - Wu.
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FIGURA 5.1.4 – Comparação entre o critério de Tsai-Wu e dados de ensaios de tração. 
 
Apesar da larga faixa de variação de valores possíveis do coeficiente F12 
( 231223 1059,11059,1 −−−− ⋅+<<⋅− MPaFMPa ), pode-se constatar, na análise da Figura 5.1.4, que 
não há variação significativa nos valores de resistência para estado uniaxial de tensão, ao 
contrário do que ocorre quando  se avalia um estado plano de tensões. 
 
Os valores, obtidos nos ensaios, de resistência à tração, ficaram abaixo das estimativas 
do critério de resistência. O resultado mais próximo foi obtido com F12 = + limite. 
 
Na Figura 5.1.5 pode-se observar os resultados obtidos nos ensaios de tração e as 
estimativas de resistência, de Tsai-Wu e Hankinson, que mais se aproximaram dos resultados do 
laboratório. A fórmula de Hankinson, calculada com n = 1,5, e o critério de Tsai-Wu, calculado 
com F12 = + limite, foram às estimativas de resistência mais próximas dos dados de ensaios. 
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Tensão de ruptura x ângulos da fibras:
ensaios x fórmula de Hankinson x Critério de Tsai-Wu.
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FIGURA 5.1.5 – Comparação entre fórmula de Hankinson, critério de Tsai-Wu e dados de 
ensaios de tração. 
 
De modo análogo ao que foi feito para tração uniaxial, foram estimadas as curvas de 
resistências para compressão uniaxial, utilizando os mesmos expoentes para a fórmula de 
Hankinson, como pode ser visto na Figura 5.1.6. 
 
Também na compressão ocorre grande variação da resistência em função do ângulo. 
Para ângulos até 45o ocorre significativa variação das estimativas de resistência calculadas com 
os três valores do expoente n. Para ângulos maiores que 45o, praticamente as estimativas de 
resistência são as mesmas. A estimativa de resistência de Hankinson, calculada com n = 1,5, foi a 
que mais se aproximou dos resultados obtidos nos ensaios, conforme Figura 5.1.6. 
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Tensão de ruptura x ângulos das fibras:
ensaios x fórmula de Hanhinson.
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FIGURA 5.1.6 – Comparação entre fórmula de Hankinson e dados de ensaios de compressão. 
 
Na Figura 5.1.7 pode se observar às curvas de ruptura do critério de resistência de Tsai-
Wu, calculados com três valores diferentes do coeficiente de interação F12 (F12 = - limite, F12 = 0 
e F12 = + limite). A estimativa mais próxima dos dados de ensaios foi à calculada com F12 = + 
limite. Utilizou-se a expressão 5.1.4 para se estimar a tensão de ruptura, substituindo θσ  por 
θσ− , pois a tensão estimada é de compressão. 
 
Na Figura 5.1.8 pode-se observar os resultados obtidos nos ensaios de compressão e as 
estimativas de resistência, de Tsai-Wu e Hankinson, que mais se aproximaram dos resultados de 
laboratório. A fórmula de Hankinson, calculada com n = 1,5, e o critério de Tsai-Wu, calculado 
com F12 = + limite, foram às estimativas de resistência mais próximas dos dados de ensaios na 
compressão.  
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Tensão de ruptura x ângulos das fibras:
ensaios x Critério de Tsai-Wu.
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FIGURA 5.1.7 – Comparação entre o critério de Tsai-Wu e dados de ensaios de compressão. 
 
Tensão de ruptura x ângulos das fibras:
ensaios x Critério de Tsai-Wu x Hankinson
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FIGURA 5.1.8 – Comparação entre fórmula de Hankinson, critério de Tsai-Wu e dados de 
ensaios de compressão. 
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Diferentemente das estimativas de resistência à tração, as de compressão apresentaram 
grande dispersão de resultados para os valores de coeficiente de interação F12 = - limite. Para os 
ângulos de 15o e 30o os valores estimados ficaram muito acima dos valores de resistência à 0o, 
evidenciando que nem sempre se pode utilizar os valores limites do coeficiente em ensaios 
uniaxiais. A estimativa de resistência calculada com F12 = 0 também não apresentou um valor 
coerente para o ângulo de 15o, pois a valor estimado ficou um pouco acima da resistência a 0o. 
 
Tanto na estimativa de resistência à tração quanto à compressão, as estimativas que mais 
se aproximaram foram as de Hankinson (n = 1,5) e TSAI-WU (F12 = +limite). 
 
 
FIGURA 5.1.9 – Curvas de ruptura do critério de Tsai-Wu, utilizando os dados dos ensaios. 
(elipse A - F12 = +0,5 x limite, elipse B - F12 = 0, elipse C - F12 = -0,5 x limite) 
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Ao se utilizar o critério de Tsai-Wu para o estado plano de tensões, observa-se a grande 
influência  do coeficiente de interação F12 nas estimativas de resistência. Como exemplo, pode-se 
observar o Figura 5.1.9 que foi determinado utilizando a expressão 5.1.2 adotando três valores 
diferentes do coeficiente de interação: iteF lim5,012 ⋅−= , F12 = 0 e iteF lim5,012 ⋅+= . Uma 
pequena alteração no valor do coeficiente F12 provoca alterações significativas nas estimativas de 
resistência. Portanto é importante determinar qual a melhor maneira de se estimar o coeficiente 
F12. 
 
TSAI & WU (1971) sugerem seis combinações de carregamento para se determinar o 
valor do coeficiente de interação F12, conforme a Figura 5.1.10. Nos casos 3 e 4 são utilizados 
ensaios uniaxiais à 45o, e nos casos 1, 2, 5 e 6 são utilizados ensaios biaxiais.  
 
t
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Ut/2
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caso 3
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caso 4
o45
=
Up Up
Up/2
Up/2
Up/2
Up/2
Up/2
caso 6
=
caso 5
=
v
t pp
t p
t p
p
nv
vn
nv
vn
nv
vp
pv
vp
pv
o45 45o
 
FIGURA 5.1.10 – Ensaios biaxiais e uniaxiais (casos 1 a 6) para determinação de F12. 
 
Os valores do coeficiente de interação de resistências para cada um dos seis casos 
sugeridos por Tsai-Wu, Figura 5.1.10, estão listados na Tabela 5.1.4. 
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TABELA 5.1.4 – Coeficiente de interação de tensões F12, usando diferentes combinações de 
tensões de acordo com Tsai e Wu (1971). 
Caso Tensões ( )421 ,, σσσ  F12 
1 (t, t, 0) [ ])()(1
2
1
2211
2
212 FFtFFtt
+⋅−+⋅−⋅  
2 (-p, -p, 0) [ ])()(1
2
1
2211
2
212 FFpFFpp
+⋅−+⋅+⋅  
3 (Ut/2, Ut/2, Ut/2) 






++⋅−+⋅−⋅ )(
4
)(
2
12 442211
2
212 FFF
UFFU
U
tt
t
 
4 (-Up/2, -Up/2, -Up/2) 








++⋅−+⋅+⋅ )(
4
)(
2
12 442211
2
212 FFF
U
FF
U
U
pp
p
 
5 (vp, -vp, 0) [ ])()(1
2
1
2211
2
212 FFvFFvv ppp
+⋅−−⋅−⋅−  
6 (-vn, vn, 0) [ ])()(1
2
1
2211
2
212 FFvFFvv nnn
+⋅−−⋅+⋅−  
 
 
FIGURA 5.1.11 – Curvas 1 a 6 (relação: coeficiente F12 x tensão aplicada). 
 
Substituindo-se, nas expressões da Tabela 5.1.4, os valores dos parâmetros de resistência 
(F1, F2, F11, F22 e F44), tem-se as seis curvas que relacionam o coeficiente F12 com o carregamento 
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aplicado, como pode ser observado na Figura 5.1.11. (caso 1 – azul, caso 2 – vermelha, caso 3 – 
amarela, caso 4 – laranja, caso 5 – verde, caso 6 – preta). As duas linhas paralelas (7 e 8) de cor 
rosa representam os valores limites do coeficiente de interação (F12). 
 
Observa-se na Figura 5.1.11 que pequenas variações na tensão aplicada geram grandes 
variações nos valores do coeficiente F12, para os casos 2, 4 e 5. Já para os casos 1, 3 e 6 a 
variação do coeficiente F12 é pequena para uma pequena variação de tensão, portanto os casos 2, 
4 e 5 são os ideais para a determinação do parâmetro F12. 
 
Na Tabela 5.1.5 pode-se observar os casos 3 e 4 calculados com os dados obtidos nos 
ensaios uniaxiais de tração e compressão à 45o. Ut é a resistência à tração a 45o e Up é a 
resistência à compressão à 45o. Os casos 1 e 2 necessitam de ensaios biaxiais de tração e 
compressão, respectivamente. Os casos 5 e 6 necessitam de ensaios biaxiais de cisalhamento. 
Com os ensaios disponíveis foi possível estimar apenas os casos 3 e 4, cujos valores dos 
coeficientes F12 ficaram acima do limite máximo. Portanto, nesse caso, a estimativa do 
coeficiente de interação, para os casos de tração e compressão uniaxial à 45o não poderá ser 
utilizada, pois a superfície do critério de resistência, calculada com esses valores de F12 não 
representa uma superfície fechada.  
 
TABELA 5.1.5 – Determinação do coeficiente de  interação F12, usando  
diferentes combinações de tensões de acordo com Tsai e Wu (1971). 
Caso Tensões ( )421 ,, σσσ  F12 (Mpa-2) Observação 
1 (t, t, 0) --- Dados não disponíveis 
2 (-p, -p, 0) --- Dados não disponíveis 
3 (Ut/2, Ut/2, Ut/2) 31013,9 −⋅  F12 acima do limite 
4 (-Up/2, -Up/2, -Up/2) 31084,3 −⋅  F12 acima do limite 
5 (vp, -vp, 0) --- Dados não disponíveis 
6 (-vn, vn, 0) --- Dados não disponíveis 
 
Na Tabela 5.1.6, observa-se os valores do coeficiente F12, calculados através de 
expressões determinadas por vários pesquisadores. 
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Tabela 5.1.6 – Coeficientes de interação de vários pesquisadores. 
Teoria F12 Valor (MPa-2) Observação 
Ashkenazi 





−−−⋅ 22
2
2
1
2
1114
2
1
vttt fffU
 
21038,1 −⋅  F12 acima do limite 
Cowin 22211 2
1
vf
FF
⋅
−⋅  
41008,3 −⋅  F12 aceitável 
Hoffman 
ct ff ⋅⋅
−
2
1
 
41018,1 −⋅−  F12 aceitável 
Liu 





−
⋅
+
⋅
⋅ 2
2121
111
2
1
vtcct fffff
 
41012,9 −⋅  F12 aceitável 
Norris 
212
1
tt ff ⋅⋅
−  
31048,1 −⋅−  F12 aceitável 
Tsai-Hill 22
1
tf⋅
−  
51041,9 −⋅−  F12 aceitável 
 
Na Tabela 5.1.6, os coeficientes F12 que podem ser utilizados na teoria geral de 
resistência são os de Cowin, Hoffman, Liu, Norris e Tsai-Hill. O parâmetro de Ashkenazi ficou 
acima do valor máximo possível. 
 
O coeficiente F12 também pode ser determinado em ensaios uniaxiais de tração ou de 
compressão não paralelo às direções das fibras da madeira, Figura 5.1.3. 
 
Considerando a equação 5.1.4, e isolando o termo que contem o coeficiente de interação 
F12, tem-se a seguinte expressão: 
  












⋅++⋅−





+⋅−





⋅
⋅
⋅
= θ
θ
σ
θθ
σ
θθσ θθθ
2
222
11
44
2
2
2
2
1
22212 cossencossen
1
2
1
tgF
tg
FFFFF  
 
o900 <<θ  
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Com os valores dos parâmetros de resistência, Tabela 5.1.3, e utilizando os dados de 
ensaios ( θσ , θ ), pode-se estimar o parâmetro F12; se o mesmo estiver dentro dos valores limites, 
poderá ser utilizado para determinar a superfície de ruptura do critério . 
 
A expressão para o coeficiente F12 foi obtida para o caso de tração uniaxial. Para o caso 
de compressão uniaxial, basta substituir θσ  por θσ− . 
 
Quando o45=θ , o coeficiente F12 terá o mesmo valor que os casos 3 e 4 da Tabela 
5.1.5. 
 
Na Tabela 5.1.7 pode-se observar os valores do coeficiente de interação F12 calculados 
com os valores obtidos nos ensaios de tração com direção das fibras inclinadas de um ângulo θ  
em relação carregamento. Todos os valores, exceto com o ângulo das fibras à 60o, ficaram acima 
do máximo possível. 
 
TABELA 5.1.7 – Valores de F12, na tração uniaxial. 
Ângulo 
(graus) 
Resistência à 
tração: θσ  (MPa) 
F12 
(MPa-2) Observação 
0 72,90 --- --- 
15 28,51 31034,4 −⋅  F12 acima do limite 
30 13,03 31037,4 −⋅  F12 acima do limite 
45 7,23 31013,9 −⋅  F12 acima do limite 
60 6,17 41025,5 −⋅−  F12 aceitável 
75 5,29 21028,2 −⋅−  F12 acima do limite 
90 4,65 --- --- 
 
Na Tabela 5.1.8 pode-se observar os valores do coeficiente de interação F12 calculados 
com os valores obtidos nos ensaios de compressão com direção das fibras inclinadas de um 
ângulo θ  em relação carregamento. Todos os valores de F12 ficaram acima do máximo possível, 
exceto para o75=θ . 
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TABELA 5.1.8 – Valores de F12, na compressão uniaxial. 
Ângulo 
(graus) 
Resistência à 
compressão: θσ  
(MPa) 
F12                
(MPa-2) 
Observação 
0 58,06 --- --- 
15 39,10 31052,3 −⋅  
F12 acima do 
limite 
30 24,73 31011,5 −⋅  
F12 acima do 
limite 
45 23,36 31084,3 −⋅  
F12 acima do 
limite 
60 22,27 31074,2 −⋅  
F12 acima do 
limite 
75 21,02 41068,8 −⋅−  F12 aceitável 
90 20,09 --- --- 
 
Na Tabela 5.1.9 estão listados os valores do coeficiente F12 que podem ser utilizados na 
determinação da superfície de ruptura de TSAI-WU. 
 
Na Figura 5.1.12 estão plotadas as curvas de ruptura, de TSAI-WU, com o coeficiente 
F12 calculado a partir dos valores da Tabela 5.1.9. Os coeficientes F12, propostos por Hoffman e 
Tsai-Hill, apresentam praticamente a mesma curva de ruptura, e também estão próximas das 
estimativas de resistência com F12 = 0. A curva calculada a partir do coeficiente de Norris é muito 
próxima do limite máximo de F12, e portanto é uma curva que permite combinações de tensões 
muito maiores do que as que ocorrem na prática.   
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Tabela 5.1.9 – Coeficientes de interação que podem ser utilizados no critério de Tsai-Wu. 
Teoria F12 (MPa-2) 
iteF
F
lim12
12
 
Tsai-Hill 51041,9 −⋅−  -0,059 
Hoffman 41018,1 −⋅−  -0,074 
Cowin 41008,3 −⋅  0,194 
Tração uniaxial à 60o  41025,5 −⋅−  -0,330 
Compressão à 75o  41068,8 −⋅−  -0,546 
Liu 41012,9 −⋅  0,573 
Norris 31048,1 −⋅−  -0,927 
 
 
FIGURA 5.1.12 – Curvas de ruptura de TSAI-WU calculadas com F12 da Tabela 5.1.9. 
(F12 = 0 - F, Cowin - B, Hoffman - H, Norris - H, Tsai-Hill - G,  
tração 60o - E, Liu - A, compressão 75o – D, critério da máxima tensão normal - 1). 
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De um modo geral, todos os coeficientes, exceto os de Norris, LIU e de compressão com 
o75=θ , da Tabela 5.1.9 geram curvas de resistência próximas entre si e próximas à curva 
calculada com F12 nulo. As curvas apresentam diferenças significativas no terceiro (compressão-
compressão) e quarto (tração-compressão) quadrantes, sendo praticamente iguais no primeiro 
(tração-tração) e segundo (compressão-tração) quadrantes. 
 
Na Figura 5.1.13 pode-se observar as curvas do critério de TSAI-HILL (elipse azul) e 
NORRIS (elipse rosa). As curvas do dois critérios foram determinadas de acordo com a equação 
5.1.5, utilizando diferentes valores dos parâmetros F11 e F22, de acordo com o quadrante 
analisado. 
 
12 24442112
2
222
2
111 =⋅+⋅⋅+⋅+⋅ σσσσσ FFFF                                                             (5.1.5) 
 
2
1
11
1
tf
F =  quando 01 ≥σ  (quadrantes 1 e 4) 
2
1
11
1
cf
F =  quando 01 ≤σ  (quadrantes 2 e 3) 
2
2
22
1
tf
F =  quando 02 ≥σ  (quadrantes 1 e 2) 
2
2
22
1
cf
F =  quando 02 ≤σ  (quadrantes 3e 4) 
244
1
vf
F =   
 
A curva de ruptura de NORRIS foi determinada com
21
12 2
1
tt ff
F
⋅⋅
−=  , e a curva de 
TSAI-HILL foi determinada com 212 2
1
tf
F
⋅
−=  . 
 
A curva de ruptura de NORRIS apresenta combinações de tensões muito elevadas no 3o 
quadrante. 
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A curva do critério de TSAI-HILL é formada por 4 segmentos de elipse interligados (1 
segmento de elipse para cada quadrante) , e o critério de resistência só utiliza termos quadráticos. 
 
 
FIGURA 5.1.13 – Curvas de ruptura de TSAI-HILL e NORRIS. 
 
Na Figura 5.1.14 pode-se observar os resultados obtidos nos ensaios biaxiais de 
compressão ( 21 σσ x ), juntamente com as curvas de ruptura de TSAI-WU calculadas com os 
coeficientes propostos por Tsai-Hill, Hoffman, Cowin, Liu, e também com F12 estimado na tração 
uniaxial à 60o e F12 = 0. Também está representado na Figura 5.1.14 a curva de ruptura de Tsai-
Hill. 
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FIGURA 5.1.14 – Dados dos ensaios de compressão biaxial e diversas curvas de ruptura. 
(F12 = 0 - G, Cowin - C, Hoffman - E, tsai-hill - F,  
tração 60o - D, liu - B, critério da máxima tensão normal – A,  Tsai_Hill(quadrantes) – H). 
 
Pode-se observar na Figura 5.1.14 que por causa das diferentes maneiras de se 
determinar o coeficiente F12, as curvas dos critérios geradas apresentam diferenças. A curva com 
F12 = 0 apresentou bons resultados em relação aos dados experimentais. As curvas geradas com o 
coeficiente TSAI-HILL e HOFFMAM são praticamente iguais entre si e bem próxima à curva 
com F12 igual a zero. A expressão utilizada por COWIN para determinar o coeficiente de 
interação, também gerou uma curva com bons resultados. A curva estimada com F12 proposto por 
LIU apresentou estimativas elevadas no quarto quadrante. A curva de TSAI-HILL, apesar de 
relativamente próxima as estimativas com F12 = 0, apresenta como dificuldade adicional o fato de 
utilizar quatros expressões para determinar a curva de resistência, uma para cada quadrante. 
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Na Figura 5.1.15 pode-se observar a curva de ruptura calculada com F12 = 0 e 
2221112 2
1
vf
FFF
⋅
−⋅=  (COWIN). Um valor para o coeficiente de interação de tensão entre zero 
e o valor proposto por COWIN é o que mais se enquadra nos resultados dos ensaios. A vantagem 
da utilização do coeficiente proposto por COWIN, é a utilização de, apenas, ensaios uniaxiais. 
 
 
FIGURA 5.1.15 – Dados dos ensaios de compressão biaxial e curvas de ruptura. 
 
Na Figura 5.1.16 pode-se observar as curvas de ruptura de TSAI-WU calculadas com F12 
= 0 para diversos valores de tensão de cisalhamento (0, 5, 10, 15, 20 e 25 MPa). Observa-se, 
como esperado, que com o acréscimo da tensão de cisalhamento há uma diminuição dos valores 
das tensões normais ( 1σ  e 2σ ). 
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FIGURA 5.1.16 – Curvas de ruptura de TSAI-WU calculadas com F12 = 0 para vários  
níveis de tensão de cisalhamento (0, 5, 10, 15, 20 e 25 MPa). 
 
O critério de TSAI-WU apresentou resultados satisfatórios em comparação com dados 
de ensaios uniaxiais e biaxiais de compressão. Na estimativa de ruptura, o valor do coeficiente 
proposto por COWIN apresentou resultados próximos aos dados dos ensaios, tendo a vantagem 
de necessitar, apenas, de resultados de ensaios uniaxiais. 
 
Observa-se que para qualquer generalização sobre os resultados encontrados nesta 
pesquisa seriam necessários dados de ensaios biaxiais nos outros três quadrantes avaliando-se 
qual das curvas de resistência melhor estima a ruptura da madeira utilizada nesta pesquisa. 
Também seria recomendável realizar ensaios com outras espécies de madeira para avaliar se o 
critério de resistência apresenta resultados compatíveis com os dados de laboratório. 
 
 169 
5.2 MODOS DE RUPTURA 
 
TRAÇÃO 
 
Os tipos de ruptura que ocorreram nos ensaios de tração podem ser vistos nas Figuras 
5.2.1 a 5.2.3. Na Figura 5.2.1 pode-se observar os corpos-de-prova após o ensaio de tração para 
os diversos ângulos utilizados (0o, 15o, 30o, 45o, 60o, 75o e 90o). 
 
 
FIGURA 5.2.1 – Corpos-de-prova após ensaio de tração: 
(ângulos das fibras: 0o,15o,30o,45o,60o,75o e 90o). 
 
 
 
Ruptura por cisalhamento na tração - 0o. Ruptura frágil por tração - 90o. 
FIGURA 5.2.2 – Corpos-de-prova após ensaios de tração. 
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a) Corpo-de-prova 0o. b) Corpo-de-prova 15o. 
 
 
c) Corpo-de-prova 30o. d) Corpo-de-prova 45o. 
  
e) Corpo-de-prova 60o. f) Corpo-de-prova 75o. 
FIGURA 5.2.3 – Corpos-de-prova após ensaios de tração. 
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Na Figura 5.2.2.a pode ser visto um corpo-de-prova à 0o que sofreu ruptura por 
cisalhamento na tração. Todos os corpos-de-prova a 0o tiveram esse mesmo tipo de ruptura. Na 
Figura 5.2.2.b observa-se um corpo-de-prova, com fibras à 90o, cuja ruptura foi paralela às fibras. 
 
Na Figura 5.2.3 estão mostrados os tipos de ruptura para corpos-de-prova com fibras 
entre 0o e 75o. Nota-se que todos os corpos-de-prova sofreram ruptura nas direções paralelas às 
fibras, exceto o corpo-de-prova a 0o. 
 
Os tipos de ruptura dos corpos-de-prova a 0o são exatamente iguais ao tipo de ruptura 
representado no caso “c” da Figura B.5 (anexo B). Para os corpos-de-prova à 90o, a ruptura foi 
idêntica aos casos “a” e “c” da Figura B.6. 
 
 
COMPRESSÃO 
 
Na Figura 5.2.4 pode ser visto os corpos-de-prova (0o, 15o, 30o, 45o, 60o e 75o), após os 
ensaios de compressão. Os corpos-de-prova de 15o, 30o, 45o, 60o e 75o sofreram ruptura nas 
direções paralelas às fibras, as falhas ocorreram por fendilhamento e cisalhamento, casos “d” e 
“c” da Figura B.3. Os corpos-de-prova à 90o, Figura 5.2.5, sofreram falha por flambagem, caso 
“c” da Figura B.4 e por esmagamento, caso “a” da Figura B.4. Para os corpos-de-prova à 0o, as 
falhas observadas foram por esmagamento e fendilhamento, casos “a” e “d” da Figura B.3,  
respectivamente. 
 
Na Figura 5.2.5.a observa-se superfície de ruptura dos corpos-de-prova de 30o e 45o, 
casos  “b”, “c”, “d” e “e” da figura B.3. Pode ser ver nos corpos-de-prova a diferença na 
coloração em duas regiões dos corpos-de-prova, indicando regiões de densidades diferentes; o 
que pode influenciar no modo de ruptura. Nos casos “e” e “f” da Figura 5.2.5 são mostrados os 
corpos-de-prova à 90o que apresentaram ruptura por flambagem e esmagamento. Pode-se 
observar no caso “f” a diferença entre o modo de ruptura de um corpo-de-prova a 90o em relação 
a um corpo-de-prova à 0o. 
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a) Corpo-de-prova 0o. b) Corpo-de-prova 15o . 
  
c) Corpo-de-prova 30o. d) Corpo-de-prova 45o. 
  
e) Corpo-de-prova 60o. f) Corpo-de-prova 75o. 
FIGURA 5.2.4 – Corpos-de-prova após os ensaios de compressão. 
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a) Corpos-de-prova 90o. b) Corpos-de-prova: 0o, 15o, 30o, 45o e 90o. 
 
 
c) Corpo-de-prova 30o. d) Corpo-de-prova 45o. 
  
e) Corpo-de-prova 90o. f) Corpos-de-prova 0o e 90o. 
FIGURA 5.2.5 – Corpos-de-prova após os ensaios de compressão. 
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CISALHAMENTO 
 
Os tipos de ruptura que ocorreram nos ensaios de cisalhamento podem ser vistos na 
Figuras 5.2.6. Como pode ser visto a ruptura dos corpos-de-prova ocorreu numa direção 
aproximadamente paralela à aplicação do carregamento. A forma e as dimensões dos corpos-de-
prova produziram resultados de ruptura como esperado. 
 
  
a) corpo-de-prova de cisalhamento. b) corpo-de-prova de cisalhamento. 
  
c) corpo-de-prova de cisalhamento. d) corpo-de-prova de cisalhamento. 
FIGURA 5.2.6 – Corpos-de-prova após os ensaios de cisalhamento. 
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5.3 RUPTURA DOS CORPOS-DE-PROVA DO ENSAIO BIAXIAL 
 
 
Nas Figuras 5.3.1 e 5.3.2 pode-se observar as fotos, utilizando o microscópio de 
varredura eletrônica (MEV) com varias magnitudes de ampliação, dos corpos-de-prova utilizados 
nos ensaios biaxiais de compressão. 
 
  
a) b) 
  
c) d) 
FIGURA 5.3.1 – Vista microscópica dos corpos-de-prova após os ensaios de compressão biaxial. 
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a) b) 
  
c) d) 
FIGURA 5.3.2 – Vista microscópica dos corpos-de-prova após os ensaios de compressão biaxial. 
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CONCLUSÕES E SUGESTÕES 
 
 
Da analise teórica do critério de TSAI-WU, juntamente com a analise dos dados dos 
ensaios e dos procedimentos dos ensaios seguem as conclusões, que foram divididas em parte 
experimental e teórica. 
 
 
Conclusões da parte teórica: 
 
 
Como mostrado na revisão bibliográfica, há muitos fatores que interferem na resistência 
da madeira, como: umidade, temperatura, peso específico, taxa de aplicação e duração do 
carregamento, características anatômicas da madeira (nós, fibras inclinadas). Esses fatores 
isolados ou em combinações alteram a superfície de ruptura do critério de TSAI-WU, já que os 
coeficientes do critério dependem das resistências à tração, compressão e cisalhamento. 
 
O critério de TSAI-WU apresenta grandes vantagens em relação aos demais critérios 
citados nesta pesquisa. Com exceção do coeficiente Fij, os demais coeficientes só necessitam de 
ensaios uniaxiais simples para a sua determinação. 
 
A maior dificuldade na utilização do critério de TSAI-WU localiza-se na determinação 
do coeficiente de interação Fij, pois há diversas expressões de vários pesquisadores, que 
envolvem ensaios uniaxiais ou biaxiais. 
 
Para simplificar a utilização do critério, o coeficiente Fij pode ser estimado usando 
apenas dados de ensaios uniaxiais. 
 
O critério de TSAI-WU é um critério de larga aplicação, pois pode ser utilizado em 
materiais isotrópicos, transversalmente isotrópicos, ortotrópicos e anisotrópicos. 
 
 
Conclusões da parte experimental: 
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A madeira da espécie cupiúba (goupia glabra) não apresenta uma boa uniformidade em 
relação ao ângulo de crescimento das fibras, o que dificulta a realização de ensaios com a 
utilização de corpos-de-prova com as fibras inclinadas em relação ao carregamento. 
 
O modelo de corpo-de-prova de tração adotado nesta pesquisa é de fácil confecção e 
proporcionou um bom desempenho durante os ensaios de tração.  
 
Os resultados dos ensaios de tração e de compressão com as fibras inclinadas em relação 
ao carregamento foram satisfatórios, evidenciando a diminuição da resistência da madeira com o 
aumento da inclinação das fibras em relação à carga. 
 
A fórmula de Hankinson apresentou valores próximos aos obtidos nos ensaios uniaxiais 
de tração e compressão, principalmente quando foi utilizado o expoente n = 1,5. Apesar de 
empírica, a fórmula de Hankinson pode ser utilizada com segurança em estimativas de 
resistências à tração e compressão. Já para estados múltiplos de tensões, há necessidade de 
utilização do critério de TSAI-WU que leva em consideração a interação entre as tensões. 
 
O critério de TSAI-WU apresentou valores próximos aos obtidos nos ensaios uniaxiais 
de tração e compressão, quando adotou-se para o coeficiente de interação F12 o valor máximo 
positivo, podendo ser aplicado com relativa facilidade nas estimativas de resistência da madeira. 
 
A determinação dos dados de compressão biaxial exigiu a construção de um 
equipamento específico para o ensaio. O projeto da máquina de compressão que foi de difícil 
execução, pois não há nada semelhante feito no Brasil. 
 
O valor da relação lim/ 1212 FF  que mais se aproxima dos dados dos ensaios biaxiais é: 
2,0lim/0 1212 ≤≤ FF . 
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O coeficiente adotado por COWIN , 2221112 2
1
vf
FFF
⋅
−⋅= , foi o que mais apresentou 
resultados próximos aos valores dos ensaios biaxiais. 
 
Além dos testes de compressão biaxial, há necessidade de realizar ensaios de tração 
biaxial, tração-compressão e compressão-tração, para obter uma melhor avaliação de qual 
coeficiente F12 melhor se ajusta aos dados dos ensaios. 
 
O modo de ruptura da madeira sob tração uniaxial apresentou uma ruptura por 
cisalhamento para corpos-de-prova a 0o. Para corpos-de-prova entre 15o e 90o a ruptura ocorreu 
no plano paralelo às fibras. 
 
A madeira sob compressão uniaxial apresentou uma ruptura por fendilhamento e 
cisalhamento para os corpos-de-prova entre 15o e 75o, de inclinação das fibras. Para os corpos-de-
prova a 90o, de inclinação das fibras, a ruptura observada foi por flambagem e esmagamento. 
Para os corpos-de-prova a 0o, de inclinação das fibras, a ruptura observada foi por esmagamento e 
fendilhamento. 
 
A ruptura dos corpos-de-prova de cisalhamento ocorreu numa direção aproximadamente 
paralela à aplicação do carregamento. A forma e as dimensões dos corpos-de-prova produziram 
resultados de ruptura como esperado. 
 
Como conclusão final, destaca-se a importância desta pesquisa pelo fato de ter explorado 
a realização de ensaios de tração e compressão com fibras inclinadas em relação à carga, obtendo 
resultados satisfatórios; pela adoção de um modelo de corpo-de-prova de tração, que apresentou 
bom desempenho, podendo ser utilizado em outras pesquisas; pela realização de ensaios biaxiais 
de compressão, utilizando-se de um equipamento elaborado especificamente para este ensaio; 
pela utilização de um critério que possui ampla aplicação tanto para madeira como para diversos 
materiais, com resultados que podem ser utilizados nas diversas prescrições das normas de 
estruturas de madeira.  
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Por fim, como sugestão para trabalho posterior, abordando a aplicação dos critérios de 
resistência, pode-se propor a realização de ensaios triaxiais. 
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ANEXOS 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 182 
ANEXO A – DEDUÇÃO DA FÓRMULA DE HANKINSON A PARTIR DO 
CRITÉRIO DE RESISTÊNCIA ANISOTRÓPICO. 
 
 
A fórmula de Hankinson pode ser deduzida através de uma aproximação linear da teoria 
de resistência do tensor polinomial para materiais ortotrópicos. A aproximação linear da teoria de 
resistência tem a seguinte forma: 
 
12211 =⋅+⋅ σσ FF                                                                                                        (A.1) 
 
Os coeficientes F1 e F2 devem ser determinados em cada um dos quatro quadrantes no 
plano cartesiano das tensões normais. Em cada quadrante, um diferente plano será determinado e 
a superfície resultante será um paralelepípedo. Se um material ortotrópico é submetido a um teste 
de tração na direção 1 e sua resistência última é 1tf , então desde que todas as tensões na fórmula 
A.1 são zero exceto 1σ , segue que: 
 
1
1
1
tf
F =  
   
Este argumento deve ser modificado para cada quadrante do plano cartesino das tensões 
normais. Assim, por exemplo, no quadrante em que 1σ  é negativo, segue que o coeficiente F1 
será 1/1 cf− . No quadrante onde todas as tensões normais são de compressão, a equação A.1 
torna-se: 
 
1
2
2
1
1
−=+
cc ff
σσ
                                                                                                             (A.2) 
 
Se −θσ  representa a tensão de compressão em uma direção que forma um ângulo θ  com 
o eixo 1 no plano 1-2, o problema considerado é expressar −θσ  em termos de −1σ , −2σ , −12σ  e θ . 
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Observando que uma tensão de compressão uniaxial na direção θ  de magnitude −θσ  corresponde 
às seguintes tensões no sistema de coordenadas 1-2: 
 
 
θσσ θ 21 cos⋅−= −                                                                                                          (A.3) 
θσσ θ 22 sen⋅−= −                                                                                                          (A.4) 
θθσσ θ cossen12 ⋅⋅−= −                                                                                                 (A.5) 
 
Substituindo as equações A.3 a A.5 na expressão A.2 obtém-se a fórmula de Hankinson: 
 
θθ
σ θ 2
2
2
1
21
cossen ⋅+⋅
⋅
=
−
cc
cc
ff
ff
                                                                                     (A.6) 
 
Segundo COWIN (1979), o fato de que a aproximação linear feita a partir do tensor de 
resistência conduzir a fórmula de Hankinson aliado ao fato de que dados experimentais em 
ensaios com madeira se aproximam da fórmula de Hankinson não devem ser decisivos para se 
concluir que a aproximação linear na teoria de resistência é suficiente para um material como a 
madeira. Esta aproximação linear tem muitas falhas, primeiramente o fato de não levar em conta 
a tensão de cisalhamento nem a interação entre as tensões normais. 
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ANEXO B - MODOS DE RUPTURA DA MADEIRA 
 
 
De acordo com POPOV (1978), para o tratamento analítico do comportamento de um 
material é conveniente idealizar os diagramas, tensão x deformação, experimentalmente 
determinados. A Figura B.1 mostra um grupo de diagramas de uso corrente para o estado de 
tensão uniaxial. Poucos materiais se comportam desta maneira com relação à resistência de 
ruptura. Porém, para quase todos os materiais essa relação se mantém verdadeira para pequenas 
deformações. 
 
σ
ε
(a) material elástico linear (b) material elástico, 
perfeitamente plástico
σ
(c) material rígido, 
perfeitamente plástico
σ
σesc escσ
(d) material elástico com
endurecimento linear
σ
ε ε
ε
 
FIGURA B.1 – Diagramas tensão x deformação. 
 
Alguns materiais, após exibirem uma resposta elástica, deformam-se bastante com 
tensão praticamente constante. Uma deformação ilimitada ou escoamento com tensão constante 
define um material plástico ideal ou perfeito. 
 
Os diagramas tensão x deformação podem, para muitos materiais, ser aproximados por 
meio de diagramas bilineares, como na Figura B.1.d., em tais idealizações é comum a referência 
ao primeiro estágio como faixa elástica, e ao segundo como faixa de endurecimento por 
deformação ou por tensão (endurecimento linear). 
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A falha do material ocorre quando acontece a ruptura pela máxima carga aplicada ou 
quando o material apresenta uma deformação excessiva. Na Figura B.2 pode-se observar os tipos 
de ruptura da madeira. 
 
te
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ruptura por
carga máxima 
ruptura por deformação 
excessiva 
 
FIGURA B.2 – Tipos de ruptura da madeira. 
Fonte: BODIG (1993), p.281 
 
Na Figura B.3 pode-se observar os tipos de ruptura da madeira sob compressão paralela 
às fibras.  
 
(a) (b) (c) (d) (e) (f)
 
FIGURA B.3 – Tipos de ruptura da madeira sob compressão paralela às fibras. 
Fonte: BODIG (1993), p.291 
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Em (a) observa-se falha por esmagamento, no qual as fibras esmagadas estão 
aproximadamente num plano paralelo à superfície de aplicação da carga. Em (b) tem-se a falha 
em forma de cunha. Em (c) tem-se a falha por cisalhamento, em (d) falha por fendilhamento, em 
(e) falha por esmagamento e fendilhamento e em (f) ocorre a falha por deslizamento da 
extremidade de aplicação da carga. A falha por fendilhamento (d) pode ser resultado de defeitos 
internos do corpo-de-prova. A falha do tipo (e) geralmente ocorre em corpos-de-prova que 
apresenta fibras inclinadas em relação ao carregamento. A falha do tipo (f) geralmente ocorre 
quando o corpo-de-prova apresenta elevado teor de umidade. 
 
Na Figura B.4 pode-se observar os tipos de falha da madeira sob compressão 
perpendicular às fibras.  A compressão na direção radial (a) produz falha por esmagamento na 
região de crescimento rápido do anéis da madeira. Anéis de crescimento da madeira inclinados 
em relação ao carregamento (b) geram falhas por cisalhamento. A compressão na direção 
tangencial (c) produz falha por flambagem dos anéis de crescimento da madeira.   
 
(a) (b) (c)
 
FIGURA B.4 – Tipos de ruptura da madeira sob compressão perpendicular às fibras. 
Fonte: BODIG (1993), p.295 
 
Na Figura B.5 pode-se observar os tipos de ruptura da madeira sob tração paralela às 
fibras: (a) falha por tração provocando lascas na madeira, (b) tração e cisalhamento, (c) 
cisalhamento e (d) ruptura frágil por tração. As regiões de crescimento lento e rápido dos anéis 
apresentam nodos de ruptura completamente diferentes em testes de tração paralela às fibras. A 
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região de crescimento lento dos anéis apresenta uma combinação de ruptura por tração e 
cisalhamento. A região de crescimento rápido dos anéis apresenta ruptura frágil por tração. 
 
(a) (b) (c) (d)
 
FIGURA B.5 – Tipos de ruptura da madeira sob tração paralela às fibras. 
Fonte: BODIG (1993), p.297 
 
Na Figura B.6 pode-se observar os tipos de ruptura da madeira sob tração perpendicular 
às fibras. Ruptura por tração (a) na região de crescimento rápido dos anéis, ruptura por 
cisalhamento (b) ao longo dos anéis de crescimento e ruptura dos raios da madeira (c) por tração. 
 
(b)(a) (c)
 
FIGURA B.6 – Tipos de ruptura da madeira sob tração perpendicular às fibras. 
Fonte: BODIG (1993), p.299 
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Na Figura B.7 pode-se observar a distribuição de tensões na madeira causada pelo 
aumento progressivo do momento fletor em uma viga.  Sendo a tensão última de tração na 
madeira maior que a compressão, a região comprimida da viga atinge o limite antes que a região 
tracionada. Como conseqüência, a falha por compressão aparece como o primeiro indicativo de 
falha. Posteriormente, a falha por tração aparecerá na região inferior da viga com a linha neutra 
se deslocando para baixo. 
 
tração
compressão
1 2 3 5
4
 
FIGURA B.7 – Distribuição de tensões normais em uma viga de madeira. 
Fonte: BODIG (1993), p.304 
 
Em contraste com a madeira serrada e laminada, os compósitos de fibras de média a alta 
densidade exibem uma tensão última na tração que é menor que a tensão última de compressão. 
Durante os testes de flexão nenhuma falha por compressão é observada. Ao invés disso, as vigas 
repentinamente apresentam falha por tração. Os compósitos de madeira exibem um 
comportamento não linear na relação tensão x deformação, especialmente na compressão, a 
distribuição de tensões na seção transversal é não linear, particularmente para elevados valores de 
momento aplicados. 
 
Na Figura B.8 pode-se observar a distribuição de tensões em compósitos de madeira 
causada pelo aumento progressivo do momento. 
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tração
compressão
 
FIGURA B.8 – Distribuição de tensões em uma viga de compósitos de madeira. 
Fonte: BODIG (1993), p.304 
 
Na Figura B.9 pode-se observar os tipos de ruptura da madeira sob flexão paralela às 
fibras. 
 
(a) (b)
(c) (d)
(f)(e)
 
FIGURA B.9 – Tipos de ruptura da madeira sob flexão. 
Fonte: BODIG (1993), p.305 
 
Tração simples (a) não é um tipo de falha comum na flexão, mas é observada 
particularmente em madeiras de alta densidade. A figura (b) representa um modelo de falha 
quando as fibras estão inclinadas. (c) usualmente ocorrem em madeira com baixo teor de 
umidade, ao passo que a falha por tração brusca (d) freqüentemente indica a presença de uma 
estrutura molecular defeituosa da madeira. A falha por compressão (e) tipicamente ocorre em 
madeira de baixa densidade. Geralmente falhas deste tipo ocorrem com carregamento inferior à 
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carga última. A falha por cisalhamento próxima a linha neutra (f) geralmente ocorre em espécies 
de madeira que apresentam variações bruscas nas regiões de crescimento dos anéis da madeira. 
 
Em madeira que contém defeitos, tais como nós, fibras inclinadas e fendas, uma grande 
variedade de tipos de falhas é observada, embora existam limitados registros de modos de falhas 
que podem ocorrem na madeira contendo defeitos. 
 
Na Figura B.10 pode-se observar os três tipos mais típicos de falhas causada pelos nós 
da madeira sob flexão paralela às fibras. 
 
 
FIGURA B.10 – Tipos de ruptura da madeira, sob flexão, causada por nós. 
Fonte: BODIG (1993), p.306 
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ANEXO C - NORMAS 
 
 
As prescrições normativas são, de um modo geral, expressas por fórmulas ou expressões 
muitas vezes expeditas, que advém das conceituações complexas das teorias de resistência aqui 
descritas. Neste anexo, procura-se descrever alguns itens de algumas normas importantes com o 
objetivo de evidenciar aplicações deste presente trabalho. 
 
 
C.1 NBR 7190 (1997) 
 
Os critérios gerais para esforços resistentes em estados limites últimos são: 
 
Os esforços resistentes das peças estruturais de madeira em geral devem ser 
determinados com a hipótese de comportamento elasto-frágil do material, isto é, com um 
diagrama tensão deformação linear até a ruptura tanto na compressão quanto na tração paralela às 
fibras. 
 
Nas peças estruturais submetidas a flexo-compressão, os esforços resistentes podem ser 
calculados com a hipótese de comportamento elasto-plástico da madeira na compressão paralela 
às fibras. 
 
Os esforços resistentes correspondentes à compressão normal às fibras são determinados 
com a hipótese de comportamento elasto-plástico da madeira, devendo ser levada em conta à 
extensão do carregamento, medida paralelamente à direção das fibras. 
 
Tração 
 
Nas barras tracionadas axialmente a condição de segurança é expressa por: 
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tdtd f≤σ  
 
permitindo-se ignorar a influência da eventual inclinação das fibras da madeira em 
relação ao eixo longitudinal da peça tracionada até o  ângulo α = 6o (arctg α = 0,10), fazendo-se 
 
dttd ff ,0=  
 
Para inclinações maiores é preciso considerar a redução de resistência, adotando a 
formula de Hankinson, fazendo-se então: 
 
ααα 290
2
0
900
,
cossen ⋅+⋅
⋅
== ff
ffff dttd  
 
Compressão 
 
Nas barras curtas comprimidas axialmente a condição de segurança é expressa por 
 
cdcd f≤σ  
 
permitindo-se ignorar a influência de eventual inclinação das fibras da madeira em 
relação ao eixo longitudinal da peça comprimida até um ângulo α = 6o (arctg α = 0,10), fazendo-
se  
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dccd ff ,0=  
 
Para inclinações maiores é preciso considerar a redução de resistência, adotando a 
fórmula de Hankinson, fazendo-se: 
 
ααα 290
2
0
900
,
cossen ⋅+⋅
⋅
== ff
ffff dccd  
 
Nas peças submetidas à compressão normal às fibras, a condição de segurança é 
expressa por 
 
dcdc f ,90,90 ≤σ  
 
Onde dcf ,90  é determinado pela expressão: 
 
ndcdc ff α⋅⋅= ,0,90 25,0  
 
nα : coeficiente que leva em conta a extensão da carga normal às fibras, medida 
paralelamente a estas, Tabela 13 da NBR 7190 (1997). 
 
Flexão simples reta 
 
Nas barras submetidas a momento fletor cujo plano de ação contém um eixo central de 
inércia da seção transversal resistente, a segurança fica garantida pela observância simultânea das 
seguintes condições. 
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cddc f≤1σ  
tddt f≤2σ  
 
onde cdf  e tdf  são as resistências à compressão e à tração, respectivamente, e dc ,1σ  e 
dt ,2σ  são respectivamente as tensões atuantes de cálculo nas bordas mais comprimida e mais 
tracionada da seção transversal considerada, Figura C.1.1, calculadas pelas expressões 
 
c
d
dc W
M
=
,1σ  
t
d
dt W
M
=
,2σ  
 
Onde Wc e Wt são os respectivos módulos de resistência. 
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FIGURA C.1.1 – Flexão simples reta. 
Fonte: NBR 7190 (1997), p.68 
 
Flexão simples oblíqua 
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Nas seções submetidas a momento fletor cujo plano de ação não contém um de seus 
eixos centrais de inércia, a condição de segurança é expressa pela mais rigorosa das duas 
condições seguintes, tanto em relação às tensões de tração quanto às de compressão: 
 
1,, ≤⋅+
wd
dMy
M
wd
dMx
fkf
σσ
 
1,, ≤+⋅
wd
dMy
wd
dMx
M ffk
σσ
 
 
onde dMx,σ  e dMy,σ  são as tensões máximas devidas às componentes de flexão atuantes segundo 
as direções principais, wdf  é a respectiva resistência de cálculo, de tração ou de compressão 
conforme a borda verificada, e o coeficiente kM de correção pode ser tomado com os valores 
 
seção retangular: kM = 0,5 
outras seções transversais: kM = 1,0 
 
Flexo-tração 
 
Nas barras submetidas à flexo-tração, a condição de segurança é expressa pela mais 
rigorosa das duas expressões seguintes aplicadas ao ponto mais solicitado da borda mais 
tracionada, considerando-se uma função linear para a influência das tensões devida à força 
normal de tração: 
 
1
,0
,
,0
,
,0
, ≤⋅++
dt
dMy
M
dt
dMx
dt
dNt
fkff
σσσ
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1
,0
,
,0
,
,0
, ≤+⋅+
dt
dMy
dt
dMx
M
dt
dNt
ffkf
σσσ
 
 
onde dNt ,σ  é o valor de cálculo da parcela de tensão normal atuante em virtude apenas 
da força normal de tração, dtf ,0  é a resistência de cálculo à tração paralela às fibras 
 
Flexo-compressão 
 
A condição de segurança relativa à resistência das seções transversais submetidas a 
flexo-compressão é expressa pela mais rigorosa das duas expressões seguintes, aplicadas ao 
ponto mais solicitado da borda mais comprimida, considerando-se uma função quadrática para a 
influência das tensões devidas à força normal de compressão: 
 
1
,0
,
,0
,
2
,0
, ≤⋅++







dc
dMy
M
dc
dMx
dc
dNc
fkff
σσσ
 
1
,0
,
,0
,
2
,0
, ≤+⋅+






dc
dMy
dc
dMx
M
dc
dNc
ffkf
σσσ
 
 
onde dNc,σ  é o valor de cálculo da parcela de tensão normal atuante em virtude apenas 
da força normal de compressão, dcf ,0  é a resistência de cálculo à compressão paralela às fibras. 
 
Considerando os resultados de resistência à tração e compressão, com ângulos das fibras 
à 0o (ft = 72,90 MPa e fc = 58,06 MPa), obtidos nos ensaios, e utilizando-se as expressões de 
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flexão oblíqua (flexo-tração e flexo-compressão) pode construir uma superfície de ruptura, 
conforme Figura C.1.2. O valor de KM utilizado foi igual a 1. Qualquer ponto fora da superfície 
de ruptura indica ruptura do material.  
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a) flexo-tração b) flexo-compressão 
FIGURA C.2 – Superfícies de ruptura para flexão oblíqua. 
 
O EUROCODE 5 (2003) apresenta praticamente as mesmas recomendações da NBR 
7190 (1997), sendo , portanto, desnecessário a repetição das prescrições. 
 
C.2 NDS (1997) – Norma americana 
 
Resistência à compressão paralela às fibras 
 
admcc Ff ,≤  
 
 198 
Resistência à tração paralela às fibras 
 
admtt Ff ,≤  
 
Flexo-tração 
 
1
*
,
≤+
b
b
admt
t
F
f
F
f
 
1
**
≤
−
b
tb
F
ff
 
 
Fb* : resistência à flexão de cálculo, levando em conta alguns fatores de ajuste. 
Fb** : resistência à flexão de cálculo, levando em conta fatores de ajuste diferentes dos 
fatores de Fb*. 
 
Flexo-compressão 
 
1
''' 2
2
1
1
2
≤++





b
b
b
b
c
c
F
f
F
f
F
f
 
 
Fb1: resistência à flexão de cálculo na face 1. 
Fb2: resistência à flexão de cálculo na face 2. 
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C.3 BSI (1979) 
 
Resistência à compressão paralela às fibras 
 
admcadmcc fK ,12, ⋅=≤ σσ  
 
Onde K12 é um fator modificador, Tabela 22 da BSI, para elementos sob compressão. 
 
Resistência à tração paralela às fibras 
 
admtadmtt f ,, =≤ σσ  
 
Flexo-tração 
 
1
,,
≤+
admt
t
admm
m
σ
σ
σ
σ
 
 
Flexo-compressão 
 
1
,,
≤+
admc
c
admm
m
σ
σ
σ
σ
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C.4 CIB (1980)  
 
Até o presente, nenhuma teoria de ruptura existe, somente expressões empíricas ou 
semi-empíricas para a maioria dos casos práticos importantes. 
 
De um modo geral a seguinte condição deve ser fatisfeita, no estado plano de tensões: 
 
1
22
90
90
2
0
0 ≤





+





+





vfff
τσσ
 
 
Resistência à compressão paralela às fibras 
 
cc f≤σ  
 
Resistência à tração paralela às fibras 
 
tt f≤σ  
 
Flexo-tração 
 
1≤+
m
m
t
t
ff
σσ
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na seção transversal onde 0≤+ tm σσ , verifica-se outra condição: 
 
mtm f≤−σσ  
 
Flexo-compressão 
 
 
1≤+
m
m
c
c
ff
σσ
 
na seção transversal onde 0≥+ cm σσ , verifica-se outra condição: 
mcm f≤+σσ  
 
As expressões apresentadas neste anexo, em geral, para o caso de flexão composta, 
consideram uma função linear para a influência das tensões devido à força normal de tração e 
uma função quadrática para a influência das tensões devido à força normal de compressão. É o 
caso das normas: NBR 7190 (1997), EUROCODE 5 (2003) e NDS (1997). Diferentemente, as 
normas BSI (1979) e CIB (1980), apresentam expressões com função linear para a influência das 
tensões devido à força normal de tração e de compressão.  
 
O uso de termos quadráticos nas expressões de algumas normas, se deve ao fato das 
mesmas considerarem como não linear o comportamento da madeira quando submetida a uma 
força de compressão. 
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Devido a não disponibilidade de um critério de resistência para a madeira e seus 
compósitos, as normas adotaram prescrições detalhadas de cálculo para cada caso de solicitação 
que possa ocorrer nas estruturas em geral. 
 
Para cada caso de solicitação de tensões as normas sugerem uma expressão. Na Figura 
C.1.2 pode-se ver duas superfícies de ruptura representando as superfícies de ruptura de um 
elemento sob flexão oblíqua. O critério de TSAI-WU apresenta uma única envoltória de 
resistência para os casos de estados múltiplos de tensões. Portanto o critério de resistência de 
TSAI-WU, adotado nesta pesquisa, tem como uma aplicação agrupar as prescrições normativas 
numa única expressão, representada por uma única envoltória de resistência. 
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ANEXO D – CORPOS-DE-PROVA PARA ENSAIOS UNIAXIAIS DE TRAÇÃO 
E CISALHAMENTO. 
 
 
Neste anexo são apresentados vários corpos-de-prova sugeridos pela NBR 7190 (1997) e 
por diversos pesquisadores para realização de ensaios uniaxiais de tração e cisalhamento. 
 
Na Figura D.1 pode-se observar os corpos-de-prova sugeridos pela NBR 7190 (1997) 
para realização do ensaio de tração paralelo às fibras da madeira. 
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FIGURA D.1 – Corpos-de-prova para ensaio de tração paralelo às fibras. 
Fonte: NBR 7190, p.150 
 
Para a confecção do corpo-de-prova de tração existem indicações de normas e 
pesquisadores que podem ser vistas a seguir. 
 
De acordo com a NBR 7190 (1997), a resistência à tração paralela às fibras é dada pela 
máxima tensão de tração que pode atuar em um corpo-de-prova alongado com trecho central de 
seção transversal uniforme de área A e comprimento não menor que 8 A  , com extremidades 
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mais resistentes que o trecho central e com concordâncias que garantam a ruptura no trecho 
central. 
 
De acordo com RILEM os corpos-de-prova de madeira para tração tem que possuir 
comprimento total de no mínimo nove vezes a largura máxima da seção transversal. 
 
Na Figura D.2 pode-se observar o modelo de corpo-de-prova adotado por KARLSEN 
(1967) e na Figura D.3 pode-se observar o modelo de corpo-de-prova adotado pela ASTM. 
 
O corpo-de-prova sugerido pela ASTM durante a realização dos ensaios de tração 
paralelo às fibras esta representado na Figura D.4. 
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FIGURA D.2 – Corpo-de-prova para ensaio de tração paralelo às fibras. 
Fonte: KARLSEN (1967), p.23 
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FIGURA D.3 – Corpo-de-prova para ensaio de tração paralelo às fibras (ASTM). 
Fonte: BODIG (1993), p.425 
 
 
FIGURA D.4 – Corpo-de-prova para ensaio de tração paralelo às fibras (ASTM). 
Fonte: BODIG (1993), p.426 
 
Na Figura D.5 pode-se observar o modelo de corpo-de-prova, sugerido pela NBR 7190 
(1997), para ensaio de tração perpendicular às fibras da madeira. 
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FIGURA D.5 – Corpo-de-prova para ensaio de tração perpendicular às fibras. 
Fonte: NBR 7190 (1997), p.159 
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Embora o corpo-de-prova de tração perpendicular às fibras esteja submetido a uma 
distribuição de tensões não uniforme, como pode ser visto na Figura D.6, uma distribuição de 
tensões uniforme é assumida para o cálculo da resistência à tração. Como conseqüência disto, a 
resistência à tração última da madeira na direção perpendicular às fibras é subestimada.  
 
Outro problema encontrado no ensaio de tração é que a transferência de tensão da garra 
da máquina de ensaio para o corpo-de-prova é particularmente crítica. Na Figura D.7 pode-se 
observar alguns tipos de modelos de transferência de carga que ocorre nas garras do 
equipamento. 
 
FIGURA D.6 – Distribuição de tensões em um  
corpo-de-prova  sob tração perpendicular às fibras. 
Fonte: BODIG (1993), p.429 
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FIGURA D.7 – Tipos de aplicação de carga para  
ensaio de tração na madeira. 
Fonte: BODIG (1993), p.427 
 
PEREIRA et al. (2005) propuseram um novo corpo-de-prova, com as formas e 
dimensões indicadas na Figura D.8, para determinar: a curva tensão-deformação, o módulo de 
elasticidade tangencial e a tensão de ruptura da madeira Pinus Pinaster Ait  sob tração na direção 
tangencial. O corpo-de-prova é composto por duas partes coladas, dispostas de forma simétrica 
em ralação ao plano médio. 
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FIGURA D.8 – Corpo-de-prova para ensaio de tração na direção tangencial. 
Fonte: Pereira et al. (2005), p.3 
 
Na Figura D.9 e D.10 pode-se observar os corpos-de-prova para ensaios de tração na 
direção radial e longitudinal.  
 
FIGURA D.9 – Corpo-de-prova para ensaio de tração na direção radial. 
Fonte: Pereira et al. (2005) 
 
 
FIGURA D.10 – Corpo-de-prova para ensaio de tração na direção longitudinal. 
Fonte: Pereira et al. (2005) 
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Nas Figuras D.11 e D.12 são mostrados os corpos-de-prova nas direções tangencial e 
radial, respectivamente, durante o ensaio de tração. 
 
 
FIGURA D.11 – Ensaio de tração no corpo-de-prova  
na direção tangencial. 
Fonte: Pereira et al. (2005) 
 
 
FIGURA D.12 – Ensaio de tração no corpo-de-prova  
na direção radial. 
Fonte: Pereira et al. (2005) 
 
A seguir apresenta-se dois modelos de corpos-de-prova para ensaio de cisalhamento. 
 
Na Figura D.13, pode-se observar o modelo de corpo-de-prova, sugerido pela NBR 7190 
(1997), para ensaios de cisalhamento. 
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FIGURA D.13 – Corpo-de-prova para ensaio de cisalhamento paralelo às fibras. 
Fonte: NBR 7190, p.161 
 
Na Figura D.14 pode-se observar o modelo de corpo-de-prova de cisalhamento adotado 
por SZÜCS et al. (2004). Na Figura D.15 observa-se o corpo-de-prova e o dispositivo de ensaio, 
assim como o corpo-de-prova após a ruptura. 
 
De acordo com SZÜCS et al. (2004), analisando-se o ensaio para a determinação da 
resistência ao cisalhamento paralelo às fibras da madeira, recomendado pela NBR 7190/97, 
observa-se a necessidade do emprego de um dispositivo especial e alguma dificuldade na 
realização e na interpretação dos resultados. Isto se deve ao fato de se ter, neste caso, a força 
crescente aplicada no corpo-de-prova até a ruptura estar posicionada fora do plano da área que 
está sendo submetida ao cisalhamento. Além do que, dependendo da espécie e de sua constituição 
lenhosa, esse tipo de ensaio tem apresentado resultados com grande dispersão em seus valores, 
chegando até mesmo a 30% de coeficiente de variação. Os problemas comentados anteriormente 
sobre a execução do ensaio com esse tipo de corpo-de-prova, ocorrem devido a sua forma 
geométrica, que exige um dispositivo de ensaio especial e que acaba provocando, não somente 
um cisalhamento puro, mas, também o surgimento de um binário que ocasiona um estado de 
tensões combinadas de tração normal às fibras, ou compressão normal às fibras, juntamente com 
o cisalhamento. Isto ocasiona uma conturbação de tensões nessa região, além do fato de se ter 
uma concentração de tensão no vértice onde começa a área submetida ao cisalhamento. 
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FIGURA D.14 – Modelo de corpo-de-prova para ensaio de cisalhamento paralelo às fibras. 
Fonte: SZÜCS et al. (2004) 
 
 
 
 
 
FIGURA D.15 - Corpo-de-prova proposto e dispositivo de ensaio. 
Fonte: SZÜCS et al. (2004) 
 
Existem inúmeros modelos de corpos-de-prova para realização do ensaio de tração, 
paralelo ou perpendicular às fibras. A confecção de alguns modelos apresentados neste anexo é 
trabalhosa, como o modelo adotado por Pereira et al. (2005) e o modelo da ASTM. A NBR 7190 
(1997) apresenta dois modelos de corpo-de-prova, um para ensaio de tração paralelo às fibras e 
outro para ensaio de tração perpendicular às fibras; o ideal seria apenas um modelo para não 
haver influencia do formato do corpo-de-prova nos resultados. 
 
Quanto ao modelo de corpo-de-prova de cisalhamento, o modelo da NBR 7190 (1997) 
necessita de um dispositivo de ensaio apropriado, já o modelo adotado por SZÜCS et al. (2004) 
apresenta dificuldades na confecção do corpo-de-prova. 
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ANEXO E – ANÁLISE ESTATÍSTICA 
 
Utilizando-se o programa estatístico Minitab e consomente aos conceitos estatísticos de 
pequenas amostras, como apresentados por Box et al. (1978) , pode-se ater à seguinte análise: 
 
 Seja µ1 a média da 1ª amostra e µ2 a média da 2a amostra. Para se testar se estas duas 
amostras pertencem a um mesmo universo, emprega-se a seguinte hipótese: 
 
Ho : µ1 = µ2 versus H1 : µ1 ≠ µ2 
 
Calculando-se a significância através da expressão: 
 
%)(///)( 22212121 ptnsnsxxt φ≤+−=                                             (E.1) 
 
onde:  1x = estimativa da média da 1a amostra; 
 2x  = estimativa da média da 2a amostra; 
 s1  = desvio padrão da 1a amostra; 
 s2  = desvio padrão da 1a amostra; 
 n1 = número de elementos da 1a amostra; 
 n2 = número de elementos da 2a amostra; 
 tφ (P%) = valor de t’Student’ com P% de confiança 
 (P%) = nível de confiança adotado. 
 
 Por outro lado, para se verificar se as médias das amostras são estatisticamente 
equivalentes, isto é, se o intervalo da diferença das médias µ2 µ1 contém o zero, determina-se o 
seguinte intervalo: 
 
+− ∆=++−≤−≤+−−=∆ 2
2
21
2
1
*
21122
2
21
2
1
*
21 //)(//)( nsnstxxnsnstxx µµ                   (E.2)
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onde t* é o valor correspondente para P% de confiança. A expressão dos graus de liberdade (df) é 
equivalente a: 
 
( ) ( )[ ]
( )
( )
( )
( ) 





−
+
−
+
=
1
/
1
/
//
2
2
2
2
2
1
2
1
2
1
2
2
2
21
2
1
n
ns
n
ns
nsnsdf                                                             (E.3) 
 
 O intervalo de confiança pode ser visualizado na Figura E.1: 
 
FIGURA E.1 – Intervalo de confiança média. 
  
No programa Minitab, o teste TWOSAMPLE realiza estas duas verificações, 
simultaneamente, como será apresentado. 
 
TABELA E.1 – Estimativas de resistência para tração (Tensão: MPa). 
C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 
Ângulo 
(gruas) 
Ensaio 
 
Hankinson 
n = 1,5 
Hankinson 
n = 2,0 
Hankinson 
n = 2,5 
Tsai  
(-limite) 
Tsai  
(0) 
Tsai  
(+limite) 
 tensão tensão tensão tensão Tensão tensão tensão 
15 28,51 24,19 36,76 50,23 52,41 40,62 34,53 
30 13,03 11,48 15,61 21,01 19,26 16,65 14,97 
45 7,23 7,35 8,74 10,40 9,49 8,99 8,57 
60 6,17 5,61 6,07 6,56 6,25 6,13 6,02 
75 5,29 4,86 4,96 5,06 4,99 4,97 4,95 
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Na tabela E.1, a 1a coluna refere-se aos dados de ensaios uniaxiais de tração, as colunas 
2, 3 e 4 referem-se às estimativas da fórmula de Hankinson calculadas com expoentes: n = 1,5; n 
= 2,0 e n = 2,5; respectivamente. As colunas 5, 6 e 7 referem-se às estimativas do critério de 
TSAI-WU calculadas com o coeficiente de interação: F12 = - limite; F12 = 0 e F12 = + limite, 
respectivamente. 
 
Two Sample T-Test and Confidence Interval 
 
 
Two sample T for C2 vs C3 
 
    N      Mean     StDev   SE Mean 
C2  5     12,05      9,69       4,3 
C3  5     10,70      7,97       3,6 
 
95% CI for mu C2 - mu C3: ( -11,9;  14,6) 
T-Test mu C2 = mu C3 (vs not =): T = 0,24  P = 0,82  DF = 7 
 
 
Two Sample T-Test and Confidence Interval 
 
 
Two sample T for C2 vs C4 
 
    N      Mean     StDev   SE Mean 
C2  5     12,05      9,69       4,3 
C4  5      14,4      13,2       5,9 
 
95% CI for mu C2 - mu C4: ( -19,7;  14,9) 
T-Test mu C2 = mu C4 (vs not =): T = -0,33  P = 0,75  DF = 7 
 
 
Two Sample T-Test and Confidence Interval 
 
 
Two sample T for C2 vs C5 
 
    N      Mean     StDev   SE Mean 
C2  5     12,05      9,69       4,3 
C5  5      18,7      18,7       8,4 
 
95% CI for mu C2 - mu C5: ( -30,8;  17,6) 
T-Test mu C2 = mu C5 (vs not =): T = -0,70  P = 0,51  DF = 5 
 
 
Two Sample T-Test and Confidence Interval 
 
 
Two sample T for C2 vs C6 
 
    N      Mean     StDev   SE Mean 
C2  5     12,05      9,69       4,3 
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C6  5      18,5      19,8       8,8 
 
95% CI for mu C2 - mu C6: ( -31,8;  18,9) 
T-Test mu C2 = mu C6 (vs not =): T = -0,65  P = 0,54  DF = 5 
 
 
Two Sample T-Test and Confidence Interval 
 
 
Two sample T for C2 vs C7 
 
    N      Mean     StDev   SE Mean 
C2  5     12,05      9,69       4,3 
C7  5      15,5      14,8       6,6 
 
95% CI for mu C2 - mu C7: ( -22,8;  15,9) 
T-Test mu C2 = mu C7 (vs not =): T = -0,43  P = 0,68  DF = 6 
 
 
Two Sample T-Test and Confidence Interval 
 
 
Two sample T for C2 vs C8 
 
    N      Mean     StDev   SE Mean 
C2  5     12,05      9,69       4,3 
C8  5      13,8      12,2       5,5 
 
95% CI for mu C2 - mu C8: ( -18,3;  14,7) 
T-Test mu C2 = mu C8 (vs not =): T = -0,25  P = 0,81  DF = 7 
 
Na Tabela E.2 pode-se observar os resultados do teste  TwoSample. Se a equação E.1 
for satisfeita e equação E.2 estiver contida entre um valor negativo e um valor positivo significa 
que os dados são equivalentes. 
 
TABELA E.2 – Teste TwoSample 
 
−
∆  +∆  *t  Resultado 
C2 x C3 -11,9 14,6 0,24 Ok 
C2 x C4 -19,7 14,9 0,33 Ok 
C2 x C5 -30,8 17,6 0,70 Ok 
C2 x C6 -31,8 18,9 0,65 Ok 
C2 x C7 -22,8 15,9 0,43 Ok 
C2 x C8 -18,3 14,7 0,25 Ok 
 
De modo análogo ao feito para tração, será feito o teste TwoSample para compressão. 
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TABELA E.3 – Estimativas de resistência para compressão (Tensão: MPa). 
C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7 C8 
Ângulo 
(graus) 
Ensaio 
 
Hankinson 
n = 1,5 
Hankinson 
n = 2,0 
Hankinson 
n = 2,5 
Tsai  
(-limite) 
Tsai  
(0) 
Tsai 
(+limite) 
 tensão tensão tensão tensão tensão tensão tensão 
15 39,10 43,66 51,54 57,18 88,67 59,47 47,26 
30 24,73 31,77 39,43 48,03 75,64 46,82 35,56 
45 23,36 25,10 29,85 35,50 40,83 32,95 27,96 
60 22,27 21,64 24,02 26,46 27,04 25,02 23,33 
75 21,02 20,19 21,01 21,63 21,58 21,21 20,86 
 
Two Sample T-Test and Confidence Interval 
 
 
Two sample T for C2 vs C3 
 
    N      Mean     StDev   SE Mean 
C2  5     26,10      7,40       3,3 
C3  5     28,47      9,59       4,3 
 
95% CI for mu C2 - mu C3: ( -15,2;  10,4) 
T-Test mu C2 = mu C3 (vs not =): T = -0,44  P = 0,67  DF = 7 
 
 
Two Sample T-Test and Confidence Interval 
 
 
Two sample T for C2 vs C4 
 
    N      Mean     StDev   SE Mean 
C2  5     26,10      7,40       3,3 
C4  5      33,2      12,4       5,6 
 
95% CI for mu C2 - mu C4: ( -22,9;  8,8) 
T-Test mu C2 = mu C4 (vs not =): T = -1,09  P = 0,32  DF = 6 
 
 
Two Sample T-Test and Confidence Interval 
 
 
Two sample T for C2 vs C5 
 
    N      Mean     StDev   SE Mean 
C2  5     26,10      7,40       3,3 
C5  5      37,8      14,8       6,6 
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95% CI for mu C2 - mu C5: ( -30,7;  7,4) 
T-Test mu C2 = mu C5 (vs not =): T = -1,58  P = 0,18  DF = 5 
 
 
Two Sample T-Test and Confidence Interval 
Two sample T for C2 vs C6 
 
    N      Mean     StDev   SE Mean 
C2  5     26,10      7,40       3,3 
C6  5      50,8      29,9        13 
 
95% CI for mu C2 - mu C6: ( -62,9;  14) 
T-Test mu C2 = mu C6 (vs not =): T = -1,79  P = 0,15  DF = 4 
 
 
Two Sample T-Test and Confidence Interval 
 
 
Two sample T for C2 vs C7 
 
    N      Mean     StDev   SE Mean 
C2  5     26,10      7,40       3,3 
C7  5      37,1      15,9       7,1 
 
95% CI for mu C2 - mu C7: ( -31,2;  9,2) 
T-Test mu C2 = mu C7 (vs not =): T = -1,40  P = 0,22  DF = 5 
 
 
Two Sample T-Test and Confidence Interval 
 
 
Two sample T for C2 vs C8 
 
    N      Mean     StDev   SE Mean 
C2  5     26,10      7,40       3,3 
C8  5      31,0      10,7       4,8 
 
95% CI for mu C2 - mu C8: ( -18,6;  8,8) 
T-Test mu C2 = mu C8 (vs not =): T = -0,84  P = 0,43  DF = 7 
 
 
 
Na Tabela E.4 pode-se observar os resultados do teste  TwoSample. 
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TABELA E.4 – Teste Two Sample 
 
−
∆  +∆  *t  Resultado 
C2 x C3 -15,2 10,4 0,44 Ok 
C2 x C4 -22,9 8,8 1,09 Ok 
C2 x C5 -30,7 7,4 1,58 Ok 
C2 x C6 -62,9 14,0 1,79 Não Ok 
C2 x C7 -31,2 9,2 1,40 Ok 
C2 x C8 -18,6 8,8 0,84 Ok 
 
 
Na comparação entre os dados da coluna 2 (ensaios) e da coluna 6 (Tsai F12 = - limite) o 
teste Two Sample utilizou DF (graus de liberdade) =  4, desprezando os valores que apresentaram 
grande variação, o que indica que os resultados experimentais e os advindos do critério de TSAI-
WU  (F12 = - limite) não apresentam aderência satisfatória neste nível de significância. Na Figura 
E.2 pode-se observar que a maioria dos pontos correspondentes aos resultados desta amostra 
deveriam estar situados aproximadamente sobre uma reta. Como houve grande dispersão, só 
foram considerados os valores que apresentavam uma boa correlação, por isso o grau de 
liberdade utilizado (DF = 4) foi menor que os demais testes. 
 
 
FIGURA E.2 – Correlação entre os dados da coluna C2 e C6. 
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ANEXO F – RUPTURA DOS CORPOS-DE-PROVA SOB TRAÇÃO E 
COMPRESSÃO. 
 
Nas Tabelas F.1 e F.2 podem-se observar as fotos com os modos de ruptura dos corpos-
de-prova após realização dos ensaios de tração e compressão. As fotografias foram ampliadas em 
até 50 vezes. 
 
TABELA F.1 – Modos de ruptura dos corpos-de-prova. 
  
a) compressão b) compressão 
  
c) compressão d) compressão 
  
e) tração f) tração 
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TABELA F.2 - Modos de ruptura dos corpos-de-prova. 
  
a) tração b) compressão 
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ANEXO G – ESTUDO DA CLASSIFICAÇÃO DAS CÔNICAS APLICADO AO 
CRITÉRIO DE RESISTÊNCIA DE TSAI-WU. 
 
 
Considerando os subconjuntos 2R  e 3R  que são respectivamente: 
 
( ) ( ) ( ){ }0,,...,0,:, 12 ==∈= yxFyxFRyxS k  
 
( ) ( ) ( ){ }0,,,...,0,,:,, 13 ==∈= zyxFzyxFRzyxS k  
 
 As equações do tipo ( ) 0, =yxFk  e ( ) 0,, =zyxFk  são chamadas de equações cartesianas 
da figura que o conjunto determina. Essas equações podem ser de 1° grau (retas ou planos) e de 
2° grau (cônicas ou quádricas). 
  
As equações de 1° grau na forma: 
 
0=+++ DCzByAx                                                                                                   (G.1) 
 
 representam um plano no espaço ou uma reta quando z = 0. Os coeficientes A, B, C e D são 
aqueles que caracterizam o plano ou reta, seja qual for o caso. 
  
As equações de 2° grau na forma: 
 
022 =+++++ FEyDxCyBxyAx
                                                               (G.2) 
 
são chamadas de cônicas. Esse tipo de equação é semelhante à equação do critério de resistência 
de TSAI-WU (1971).  Observe-se que a equação G.2 envolve uma forma quadrática: 
 
22),( CyBxyAxyxQ ++=                                                                                           (G.3) 
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uma forma linear: 
  
EyDxyxL +=),(                                                                                                         (G.4) 
 
e um termo constante: F . 
  
 Com isso, pode-se escrever a equação que define a cônica como: 
 
( ) ( ) 0,, =++ FyxLyxQ                                                                                               (G.5) 
 
Alguns exemplos de cônicas dados pela equação G.5: 
 
Circunferência: 
 
222
ryx =+                                                                                                                  (G.6) 
 
onde  1== CA , EDB ==  e 2rF −=  
 
Elipse: 
 
 12
2
2
2
=+
b
y
a
x
                                                                                                                (G.7) 
 
onde  2
1
a
A = , 2
1
b
C = , 0=== EDB  e 1−=F  com  0>a  e 0>b  
 
Hipérbole: 
 
12
2
2
2
=−
b
y
a
x
                                                                                                                 (G.8) 
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onde  2
1
a
A = , 2
1
b
C −= , 0=== EDB  e 1−=F  com  0>a  e 0>b  
 
Parábola: 
 
02 =− Dxy                                                                                                                  (G.9) 
 
com 0≠D  
 
Casos degenerados: 
 
1. Par de retas concorrentes (hipérbole degenerada): 02
2
2
2
=+
b
y
a
x
 
2. Par de retas paralelas (parábola degenerada): 02 =− bax  
3. Uma reta (parábola degenerada): 02 =x  
4. Um ponto (elipse degenerada): 022 =+ byax  
5. Vazio (elipse ou parábola degenerada): 0222 =++ rbyax  
 
As equações das cônicas apresentadas acima estão na chamada forma reduzida, isto é, 
0=B ; se 0≠A , 0=D  e se 0≠C , 0=E . 
 
Segundo BOLDRINI et al. (1980), as cônicas podem ser classificadas de acordo com o 
seguinte procedimento geral: 
 
Dada à equação G.2, com A ou B ou 0≠C , pode-se encontrar a região (figura) que esta 
equação representa no plano de acordo com os seguintes passos:  
 
1°) Escreve-se a equação G.2 na forma matricial:  
 
 [x y] 





CB
BA
2/
2/
 





y
x
 + [D E] 





y
x
 + F = 0                                                         (G.10) 
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2°) Elimina-se os termos mistos através da diagonalização. Para isto encontra-se os 
autovalores ( 1λ , 2λ ) e os autovetores ( 1v , 2v ) da matriz: 
 






CB
BA
2/
2/
                                                                                                             (G.11) 
 
3°) Obtenção das novas coordenadas através da equação:  
 






=





2
1
v
v
y
x
 





1
1
y
x
                                                                                         (G.12) 
 
Onde: 





1
1
y
x
 é o novo sistema de coordenadas  
 
4°) Montar a nova equação: 
 
[ 1x  1y ] 





2
1
0
0
λ
λ
 





1
1
y
x
 + [D E] 





2
1
v
v
 





1
1
y
x
 + F = 0,  
 
ou seja,  
 
011
2
12
2
11 =++++ Fbyaxyx λλ                                                                                 (G.13) 
 
5°) Eliminação dos termos lineares das coordenadas cujos autovalores são não nulos. 
Temos então três casos: 
 
a) 1λ  e 02 ≠λ  
 
Manipulando a equação G.13, tem-se: 
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0
4242 2
22
2
12
1
22
1
11 =+−





++−





+ Fbbyaax λλλλλλ , 
 
fazendo 
1
12 2λ
a
xx +=  e 
2
12 2λ
byy +=  tem-se em 
 
0222
2
21 =++ fyx λλ                                                                                                      (G.14) 
 
onde: 
2
2
1
2
44 λλ
baFf −−=  
 
 b) 01 ≠λ  e 02 =λ  
 
 A equação G.13 fica: 011
2
11 =+++ Fbyaxxλ , manipulando-a tem-se:  
 
0
42 11
22
1
11 =++−





+ Fbyaax λλλ , 
 
Fazendo 
1
12 2λ
a
xx +=  e 12 yy =  tem-se então: 
 
       02
2
21 =++ fbyxλ                                                                                               (G.15) 
 
onde 
1
2
4λ
aFf −= . 
 
 c) 01 =λ  e 02 ≠λ  (idem ao item b) 
 
Pode-se classificar a cônica de acordo com o seguinte teorema: 
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• Dada uma cônica definida pela equação G.2 e sejam 1λ  e 2λ  os autovalores associados à 
sua forma quádrica então: 
 
I - Se 0. 21 >λλ  esta equação representa uma elipse ou suas degenerações (um ponto ou 
vazio, como visto anteriormente). 
 
II - Se 0. 21 <λλ esta equação representa uma hipérbole ou suas degenerações (par de 
retas concorrentes). 
 
III - Se 0. 21 =λλ  esta equação representa uma parábola ou as suas degenerações (par de 
retas paralelas, uma reta ou o vazio).  
 
Pode-se, também, afirmar que o determinante associado à forma quadrática da matriz G.11 é 
igual ao produto de seus autovalores ( 21 ,λλ ). Assim o sinal do produto entre eles ( 21.λλ ) é o 
mesmo de 





−− ACB
4
2
, que por sua vez tem o mesmo sinal de ( )ACB 42 −− . Com essas 
considerações pode-se reescrever o teorema anterior em função de ACB 42 − . Logo: 
 
Dada à equação G.2, esta representará no plano: 
 
I- uma elipse ou suas degenerações se ACB 42 − <0  
II- uma parábola ou suas degenerações se ACB 42 − =0 
III- uma hipérbole ou suas degenerações se ACB 42 − >0 
 
A equação do critério de resistência de TSAI e WU (1971) possui semelhança com as 
equações cônicas. 
 
A equação geral do critério de TSAI-WU apresenta a seguinte forma: 
 
1=+ jiijii FF σσσ        i, j = 1 a 6                                                                              (G.16) 
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Considerando o estado plano de tensões (plano 1-2), aplicado a materiais ortotrópicos, e 
04 =σ , a equação G.16 se reduz a: 
 
012 2112
2
222
2
1112211 =−⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅ σσσσσσ FFFFF                                        (G.17) 
 
A equação G.17 do critério de resistência apresenta semelhança com a equação G.2 de 
uma cônica, dessa forma, assumindo x=1σ  e y=2σ , a equação G.17 pode ser representado na 
seguinte forma: 
 
012 21
2
2212
2
11 =−⋅+⋅+⋅+⋅⋅+⋅ yFxFyFyxFxF                                                 (G.18) 
 
Comparando a equação G.18 com a equação G.2 da cônica temos que:  
 
AF =11 , BF =122 , CF =22 , DF =1 , EF =2  e F=−1  
 
Após a comparação da equação G.18 com a G.2, verifica-se a presença da forma de 
cônica no critério de resistência. Sendo assim, para classificar que tipo de cônica a equação G.18 
representa, considera-se o teorema que envolve apenas a obtenção do determinante da matriz 
G.11. 
 
 Substituindo 11FA = , 122FB =  e 22FC =  na matriz G.11 tem-se:  
 










22
12
12
11
2
2
2
2
F
F
F
F
 
 
 simplificando: 
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





2212
1211
FF
FF
                                                                                                                    (G19) 
 
Obtendo o determinante da matriz G.19 teremos: 
 
2211
2
122211
2
12det FFFFFF −=+−=  
 
Essa igualdade é válida, pois o produto dos autovalores ( 1λ e 2λ ) tem o mesmo sinal do 
determinante da matriz G.18.  
 
Pelo teorema do determinante tem-se que: 
 
se 2211
2
12 FFF − < 0 teremos uma elipse ou suas degenerações 
 
 
FIGURA G.1 – Elipse. 
 
Se 2211
2
12 FFF − = 0 teremos uma parábola ou suas degenerações 
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FIGURA G.2 – Parábola. 
 
Se 2211
2
12 FFF − > 0 teremos uma hipérbole ou suas degenerações. 
 
 
 
FIGURA G.3 – Hipérbole. 
 
Perceba que as figuras acima mostram regiões no plano 1-2. Ao analisarmos as figuras, 
verifica-se que as funções, definidas pela equação G.17, das Figuras G.2 e G.3, crescem para o 
infinito e na Figura G.1 a superfície apresenta-se fechada, ou seja, temos uma região limitada. 
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Segundo FUSCO (1995), a região de ruptura definida pela equação G.17 deve ser fechada, pois 
assim não se permite resistência infinita em estados planos de tensões. 
 
Após considerações feitas anteriormente sobre superfícies de ruptura, vamos analisar a 
inequação: 
 
02211
2
12 <− FFF                                                                                                          (G.19) 
 
que fornece os limites do valor 12F , limites estes que assegurarão que a superfície de ruptura seja 
fechada, representando uma elipse no estado plano de tensões com 04 =σ . 
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ANEXO H – SIMULAÇÃO 
 
 
As simulações dos ensaios de tração, compressão e cisalhamento foram realizadas nos 
softwares SAP 2000 (versão 8) e ANSYS 10. Os dados de módulo de elasticidade longitudinal, 
módulo de elasticidade transversal e coeficiente de Poisson podem ser vistos na Tabela H.1 
(unidades: 10-1 MPa). 
 
Tabela H.1 – Propriedades mecânicas da madeira cupiúba (goupia glabra).  
(x: radial, y: tangencial, z: longitudinal (fibras)) 
920.9=RE  200.3=RTG  6100,0=RTν  3984,0=TRν  
486.6=TE  500.6=RLG  4380,0=LRν  0280,0=RLν  
875.151=LE  000.8=TLG  4800,0=LTν  0200,0=TLν  
 
Na Figura H.1 pode-se observar a simulação feita no software ANSYS 10, para analisar 
as tensões em um corpo-de-prova submetido a um carregamento de compressão de 50 MPa. 
 
Na Figura H.2 pode-se observar a simulação feita no software ANSYS 10, para analisar 
as tensões em um corpo-de-prova submetido a um carregamento de tração de 11200 N, gerando 
na região central do corpo-de-prova uma tensão de 70 MPa. 
 
Para a simulação do ensaio de tração e de compressão foi adotado um modelo 
constituído por elementos tipo bloco (Solid – aniso 64). No modelo de tração, as vinculações e os 
carregamentos foram impostos de tal forma que os nós localizados numa extremidade estão 
vinculados simulando a garra fixa e aos nós da outra extremidade aplica-se um carregamento 
simulando a garra móvel. 
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1
MN
MX
X
Y
Z
madeira                                                                         
-537.793
-532.663
-527.534
-522.405
-517.276
-512.147
-507.017
-501.888
-496.759
-491.63
MAY  3 2006
20:45:32
NODAL SOLUTION
STEP=1
SUB =1
TIME=1
SX       (AVG)
RSYS=0
DMX =.039649
SMN =-537.793
SMX =-491.63
 
FIGURA H.1 – Corpo-de-prova submetido à compressão: 
Tensão na direção das fibras - xσ  (unidades: 10-1 MPa). 
 
1
MN
MX
X
Y
Z
tracao                                                                          
125.157
208.658
292.158
375.658
459.158
542.658
626.158
709.659
793.159
876.659
MAY  3 2006
20:33:16
NODAL SOLUTION
STEP=1
SUB =1
TIME=1
SX       (AVG)
RSYS=0
DMX =.088286
SMN =125.157
SMX =876.659
 
FIGURA H.2 – Corpo-de-prova submetido à tração: 
Tensão na direção das fibras - xσ  (unidades: 10-1 MPa). 
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Na Figura H.3 pode-se observar a simulação feita no software SAP2000 (versão 8), para 
analisar as tensões em um corpo-de-prova submetido a um carregamento de cisalhamento de 20 
MPa. 
 
  
Tensão na direção das fibras - 33σ   Tensão de cisalhamento - 13σ  
FIGURA H.3 – Corpo-de-prova submetido a esforços de cisalhamento 
(unidade: 10-1 MPa). 
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